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Valor e unidades 


Gerais 
573 graus (57° 20) 
3,44 x 10º minutos 
2,06 x 10º segundos 
0,0174 radianos 

291 x 1074 radianos 
485 x 1078 radianos 
1,61 x 105 cm 

107% em 

10-+ em 

2.998 x 102 volts 
2,998 x 101º cm/seg 
= 980 cm/seg” 


6,670 x 1078 dina-cm?/g? 
1 dina 


Astronāmicas 
3,084 x 10/º cm 
9,46 x 1077 em 
1,49 x 10º em 


~ 10% 

= 102 em 

= ou 

= 3 x 107º (cm/seg)em 


= 16x 10° 
~ 102! em 

~ 8x 10% g 
6.96 x 10° cm 
2,14 x 10° seg 
1,99 x 103 g 
149 x 10! em 
637 x 10º em 
598 x 1027 g 
5,52 alem? 
2,16 x 107 seg 
8,64 x 10º seg 
3,84 x 101º cm 
1,74 x 10" em 
734 x 105 g 
2,36 x 10° seg 


Tabela de Constantes 


Simbolo ou 
abreviação 


Terra 


Densidade média 
= ano (periodo de revolução) 
24 horas (periodo de rotação) 


Raio T 


Dedução 
do valor 
180°/r 


2/130 


10e 


GM7/R? 


cxseg/ano 


Tabela de Constantes 


Valor e unidades Item Simbolo ou Dedução 


Gases 
22,4 x 10º cm?/mol Volume molar em CNTP. v 
2,69 x 101º cm” Número de Loschmidt no NolVa 
610225 x 107 mol" Número de Avogadro No 
831 x 10º erg/mol-! grau! Constante dos gases Ro 
1,381 x 10716 erg/K Constante de Boltzmann k, ka RoiNo 
1,01 x 105 dinas/cm? Pressão atmosférica 
~ 10: em Caminho livre médio do nitrogênio 
em C.N.T. P. 

3,32 x 10* cm/seg Velocidade do som no ar em 

CN.T.P. 
Atômicas 
6,626 x 10-27 ergs.seg Constante de Plank h 
1,054 x 10727 ergs,seg 
13,6 eletronvolts 
1,98 x 10776 ergs 


hf2m 


1,6 x 10512 ergs 
1,24 x 1054 em 


8066 em! 


0,529 x 1078 em 


= 1058 
0,927 x 10520 erg/gauss 
0,505 x 1072? erg/gauss 
137,04 


Partículas 
1,6725 x 10-24 g 
1,6747 x 1052 g 
1,66042 x 10-2 g 


O91 x 10-27 g 
0,9382 x 10° ev 


0,9395 x 10° ev 
O,SL1 x 108 ev 


1836 

282 x 10" em 
4,803 x 10-10 ues 
3,86 x 10! om 


Representação esquemática das quatro bases das 
quais a molécula do DNA deriva. 


As bases são ligadas a grupos de açúcar S os 
quais, por sua vez, são ligados a grupos de fos- 
fatos P para formar uma cadeia. A molécula com- 
pleta do DNA é composta... 


de uma cadeia dupla na forma de uma hélice. Os 
dois ramos são conectados por ligações de hidro- 
gênio, entre os grupos adenina e timina ou entre 
Os grupos guanina e citosina. 


cadeia velha (ou pai) pode acomodar-se confortâvelmente sômente 
diante de um T da cadeia nova (ou filha); da mesma forma, um 
G pode formar um par apenas com um C. Se escrevermos com- 
binações ao acaso das quatro letras A, T, G, C, numa linha, 
decorre do emparelhamento A-T e G-C uma instrução especi- 
fica, inequivoca acêrca da forma pela qual se deve escrever uma 
segunda línha: 


TACGAACTTATEGCAA 
ATGCTTGAATAGCGTT 


As linhas devem ser continuadas até formar aproximadamente 
10º letras, e talvez 10º, para a célula de um organismo complexo 
como o do homem. 


As leis fisicas e compreensão teórica, descritas nestes exemplos, 
são diferentes em caráter dos resultados diretos das observações 
experimentais. As leis, que resumem as partes essenciais de um 
grande número de experiências, nos permitem fazer com sucesso 
certos tipos de predições, limitadas na prática pela complexidade 
do sistema. Muitas vêzes, as leis sugerem tipos novos e pouco 
usuais de experiências. Apesar de que as leis podem, em geral, 
ser enunciadas em forma compacta*, sua aplicação pode, às 
vêzes, exigir uma análise matemática longa e complexa. 

Existe um outro aspecto nas leis fundamentais da fisica: 
aquelas que compreendemos melhor tem uma simplicidade 
atraente e beleza**, Isto não significa que todos devam parar 


Esta declaração não significa que devamos nos surpreender 
muito se teorias fisicas do futuro contiverem elementos feios e 
desajeitados. A qualidade estética das leis já descobertas da fisica 
colore nossas esperanças acêrca das leis ainda desconhecidas. 
“Temos a tendência de chamar uma hipótese de atraente quando 
sua simplicidade e elegância a distinguem entre um número 
infinito de teorias concebiveis mas incorretas. 


“A primeira sentença de um livro conhecido è: “Estas aulas irão cobrir tóda 
a fisica”. R. Feynman, Theory of fundamental processes (WA, Benjamin, New 
York, 1961) 

44 “Parece que se trabalharmos tendo em vista obter beleza em nossas equações 
e se tivermos realmente uma boa intuição, teremos então uma linha segura para 
o progresso”. PAM. Dirac, Scientific American 208 (5) 45-53 (1963). A maioria 
dos fisicos, porém, acredita que a realidade é sutil demais para tais ataques frontais, 
exceto pelas melhores mentes, tais como as de Einstein, Dirac ou uma duzia de 
outros. Nas mãos de milhares de outros, Este método tem sido limitado pela dis- 
tribuição inadequada entre os homens do que se chama de uma “boa intuição”. 


Nêste curso, faremos um esfórço para enunciar algumas das 
leis da física de um ponto de vista que coloca ênfase nas carac- 
teristicas de simplicidade e elegância. À medida que progredirmos, 
tentaremos também dar um pouco do sabor da boa física experi- 
mental, apesar de que é difícil fazer isto num livro de texto. O 
laboratório de pesquisa é o local natural para treinamento em 
fisica experimental 


FÍSICA E GEOMETRIA 


A matemática, que permite a simplicidade atraente e a con- 
cisão de expressão. necessária para uma discussão razoável das 
Teis da fisica e suas consequências, é a linguagem da fisica. Ela é, 
porém, uma linguagem com regras especiais. Se as regras são 
obedecidas, sômente declarações corretas podem ser feitas: a 
raiz quadrada de 2 é 1,414... ou sen 2a = 2 sen a cos a. 

Devemos tomar cuidado para não confundir tais verdades 
com enunciados exatos acêrca do mundo natural. É uma questão 
experimental, e não de contemplação, a de verificar se a relação 
medida entre a circunferência e o diâmetro de um círculo real é 
3,14159... Medidas geométricas são básicas em fisica e devemos 
decidir tais questões antes de começar a usar a geometria de 
Euclides, ou qualquer outra geometria, na descrição da natureza. 
Esta é certamente uma questão a respeito do universo: podemos 
aceitar para medidas fisicas a verdade dos axiomas e teoremas de 
Euclides? 

Podemos dizer apenas algumas coisas simples acêrca das 
propriedades experimentais do espaço sem se envolver em mate- 
mática muito dificil, 

O teorema mais famoso em tóda a matemática é aquéle atri- 
buido a Pitágoras: para um triângulo retângulo, o quadrado da 
hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos lados adjacentes. 
Esta verdade matemática vale também no mundo fisico? Poderia 
ser diferente? Contemplar esta questão não é suficiente e devemos. 
apelar à experiência para uma resposta. Damos argumentos 
que são um pouco incompletos porque não podemos aqui usar 
a matemática do espaço curvo tridimensional. 

Considere primeiro a situação de sêres bidimensionais que 
vivem num universo que é a superficie de uma esfera. Seus mate- 
máticos descreveram para êles as propriedades dos espaços de 
três ou mesmo mais dimensões; mas, êles têm tanta dificuldade 
em desenvolver um sentido intuitivo sôbre tais assuntos, como 
nós temos em visualizar um espaço quadridimensional. Como é 
possível para êles determinar que vivem numa superficie curva? 
Uma maneira é testar os axiomas da geometria plana, tentando 
confirmar experimentalmente alguns dos teoremas de Euclides. 
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Tôda informação genética da célula está contida 
na ordem pela qual as bases nucleotidicas ocor- 
rem. 


Quando a célula se reproduz, cada molécula de 
DNA se divide em duas cadeias separadas, Cada 
cadeia livre forma então seu complemento, a 
partir de células existentes 


meu É 


para produzir duas novas moléculas idênticas de 
DNA. 


Será que os axiomas da geometria Euclidiana, das 
quais o teorema de Pitágoras é lôgicamente dedu- 
sido, descrevem, acuradamente, o mundo fisico? 
Sómente a experiência pode decidir. 


A distância mais curta, “em linha reta”, entre os 
pontos B e C sôbre uma esfera, jaz ao longo de 
“um circulo máximo que passa por êstes pontos e 
não ao longo de qualquer outro caminho P. 


Dados três pontos ABC, sêres bidimensionais po- 

deriam construir triângulos com “linhas retas” 
| comolados Éles encontrariam que, para pequenos 
triângulos retângulos, a? + b? = c? e que a soma 
dos ângulos do triângulo é ligeiramente maior do 
que 180°. 


les construiriam linhas retas como o caminho mais curto entre 
dois pontos B e C da superfície da esfera. Nós descreveríamos 
um tal caminho como um circulo máximo. 

Eles podem continuar e construir triângulos para testar o 
teorema de Pitágoras. Para um triângulo pequeno, cujos lados 
são pequenos em comparação com o raio da esfera, o teorema 
valerá com grande precisão, se bem que não perfeita; para um 
triângulo grande, desvios notáveis se tornariam aparentes. 

Se B e C são pontos no equador da esfera, a “linha reta” que 
os liga é a secção do equador de B a C. O caminho mínimo de C, 
no equador, ao pólo norte A é a linha de longitude fixa que en- 
contra o equador BC fazendo um ângulo reto. O caminho mais 
curto de A a B é o caminho de longitude fixa que também encon- 
tra o equador BC em ângulo reto. Temos aqui um triângulo 
retângulo com b = c. O teorema de Pitágoras é evidentemente 
inválido sôbre a esfera, porque c? não pode ser igual a b + aè; 
além disso, a soma dos ângulos interiores ao triângulo ABC é 
sempre maior do que 180°. Medidas feitas na superficie curva 
pelos seus habitantes bidimensionais permitem-lhes demonstrar, 
a si mesmos, que a superfície é de fato curva. 

É sempre possível aos habitantes dizer que as leis da geometria 
plana descrevem adequadamente o seu mundo, mas, que o pro- 
blema reside nas réguas usadas para medir os caminhos mais 
curtos, e portanto definir a linha reta. Os habitantes poderiam 
dizer que as réguas não são de comprimento constante, mas que 
esticam ou encolhem ao serem movidas para diferentes pontos 
da superfície. Unicamente quando fôr determinado, por medidas 
feitas de diferentes maneiras, que os mesmos resultados valem 
sempre, é que se tornará evidente que a explicação mais simples 
para o fracasso da geometria de Euclides é a curvatura da super- 
ficie. 

Os axiomas da geometria plana não são verdades evidentes 
por si mesmas neste mundo curvo bidimensional; êles nem são 
válidos. Vemos, pois, que a geometria verdadeira do universo 
é um capítulo da fisica que deve ser investigado pela experiência. 
Ordináriamente não questionamos a validade da geometria 
Euclidiana, na descrição de medidas feitas no nosso mundo 
tridimensional, por que esta geometria é uma aproximação tão 
boa da geometria do universo, que quaisquer desvios que ela 
apresente não aparecem em medidas práticas. Isto não significa 
que a aplicabilidade da geometria de Euclides é evidente ou 
mesmo exata. Foi sugerido pelo grande matemático do século 
dezenove, Carl Friedrich Gauss, que a validade da geometria 
de Euclides para o espaço tridimensional deveria ser testada 
medindo a soma dos ângulos interiores de um triângulo grande; 
êle percebeu que, se o espaço tridimensional fôr curvo, a soma 


dos ângulos internos de um triângulo suficientemente grande po- 
deria ser significantemente diferente de 180°. 

Gauss* usou um teodolito (1821-1823) para medir com pre- 
cisão o triângulo formado por Brocken, Hohehagen e Inselberg 
na Alemanha. O maior lado do triângulo era de aproximada- 
mente 100 km. Os ângulos medidos foram 


86°13'58,366" 
53° 645,642" 
40739730,165" 
Soma T800014,1737 
(Não encontramos informação sôbre a precisão estimativa dêstes 
valores; é provável que as duas últimas decimais não sejam sig- 
nificantes). Devido ao fato de que os teodolitos foram instalados 
horizontalmente nos três locais, os três planos horizontais não 
eram paralelos. Uma correção calculada que chamamos de excesso 
esférico, deve ser subtraida da soma dos ângulos; esta se tor- 
na então, 


179:59759,3207 


que difere de 0,680 segundos de arco de 180°. Gauss acreditava 
que êste valor estava dentro do êrro observacional e concluiu 
que o espaço era Euclidiano, dentro da precisão de suas obser- 
vações. 

Vimos, num exemplo anterior, que a geometria Euclidiana 
descreve adequadamente um pequeno triângulo numa esfera 
bidimensional, mas que os desvios se tornam mais evidentes à 
medida que a escala é aumentada. Para verificar se nosso espaço 
é de fato Euclidiano, é preciso medir triângulos muito grandes, 
cujos vértices são formados pela terra e estrêlas distantes ou 
mesmo galáxias. Temos aqui, porém, um problema: nossa po- 
sição é determinada pela da terra e não podemos viajar pelo 
espaço com teodolitos na mão para medir triângulos astronô- 
micos. Como então testar a validade da geometria de Euclides 
para descrever medidas feitas no espaço? 


ESTIMATIVAS DA CURVATURA DO ESPAÇO 


Previsões planetárias. Um primeiro limite inferior, de apro- 
ximadamente 5 x 10!7 cm, para o raio de curvatura do nosso 


CF. Gauss, Werke, vol. 9, especialmente págs. 299, 300, 314 e 319. As obras 
completas de Gauss são um exemplo notável do quanto um homem de talento 
pode realizar em sua vida 


Equador | 


Se êles usassem triângulos maiores, a soma dos 
ângulos se tornaria cada vez maior do que 180" 
Aqui, com B e C no equador, e A no pólo, « e £ 
são ambos ângulos retos. Obviamente, a? + b? + 
# c, porque b é igual a c. 


Gauss mediu os ângulos de um triângulo com 
vértices nos picos de três montanhas e não en- 
controu nenhum desvio de 180°, dentro da pre- 
cisão de suas medidas. 


Demonstração de Schwarzschild de que numa su- 
perficie plana a + 8 < 180°. A paralaxe de uma 
estrêla é definida como 4(180" a 2). 


Linhas 


Para êste triângulo, com B e C abaixo do equador, 
% + B > 180°, o que pode acontecer inicamente 
porque o “espaço” bidimensional da superficie es- 
férica é curvo. Um argumento similar pode ser 
aplicado ao espaço tridimensional. O raio de 
curvatura do espaço bidimensional mostrado aqui 
é justamente o raio da esfera. 


“universo é decorrente da consistência das observações astronô- 
micas dentro do sistema solar. Por exemplo, as posições dos 
planêtas Netuno e Plutão foram previstas por cálculos, antes de 
sua confirmação visual por observações astronômicas. Pequenas 
perturbações das órbitas de planêtas conhecidos levaram à 
descoberta de Netuno e Plutão, muito perto das posições cal- 
culadas para êles. Pode-se ver, fácilmente, que um pequeno êrro 
nas leis da geometria destruiria esta coincidência. O mais ex- 
terior dos planêtas do sistema solar é Plutão. O raio médio da 
sua órbita é 6 x 10!t cm; a coincidência entre as posições pre- 
ditas e observadas implica num raio de curvatura do espaço de 
ao menos $ x 10º cm. Um raio de curvatura infinito (espaço 
plano) não é incompatível com os dados. Seríamos levados muito 
longe do nosso objetivo atual se discutissimos os detalhes numéri- 
cos da maneira pela qual. btida a estimativa de 5 x 10'7 cm, ou 
se discutissemos precisamente o significado do raio de curvatura 
num espaço tridimensional. O análogo bidimensional da superficie 
esférica pode ser usado, nesta emergência, como uma muleta útil. 


Paralaxe trigonométrica. Outro método foi sugerido por 
Schwarzschild*. Em duas observações, feitas com um intervalo 
de 6 meses, a posição da terra relativa ao sol muda de 3 x 10° 
cm, isto é, o diâmetro da órbita terrestre. Suponhamos que nestas 
duas ocasiões observemos uma estrêla e meçamos os ângulos 
ae f. Aqui, z e f são os caracteres gregos alfa e beta. Se o espaço 
fôr plano (Euclidiano), a soma dos ângulos a + f é sempre menor 
do que 180, e se aproxima dêste valor à medida que a estrêla 
se torna infinitamente distante. Metade do desvio de a + f de 
180º é chamada de paralaxe. Mas, num espaço curvo, não é 
necessáriamente verdadeiro que x + f seja sempre menor do 
que 180". 

Voltamos, agora, a nossos astrônomos bidimensionais, que 
vivem na superficie de uma esfera, para ver como êles podem 
descobrir que seu espaço é curvo, a partir de medidas da soma 
a + B. Da nossa discussão prévia do triângulo ABC, vemos que, 
quando a estrêla está a um quarto de circunferência de distânci: 
2 + = 180°. Quando a estréla está mais próxima, z + f < 180°; 
quando está mais longe, a + f > 180°. O astrônomo necessita 
tinicamente olhar estrêlas mais e mais distantes e medir « + f, 
para ver quando a soma começa a excêder 180". 


Não existe evidência observacional de que 2 + p, medida pelos 
astrônomos, seja, em qualquer caso, maior do que 180º, depois 


*K. Schwarzschild, Vierteljahraschrift der astronomischen Gesellschaft 35, 
337 (19004 
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que uma correção apropriada é feita para o movimento do sol, 
relativo ao centro de nossa galáxia. Valóres de a + £ menores 
do que 180° são usados para determinar, por triangulação, a 
distância das estrêlas próximas. Valôres menores que 180° podem 
ser observados até, aproximadamente, 3 x 102º cm”, que é o 
limite de medidas angulares com os telescópios atuais. Não se 
pode concluir diretamente, dêste argumento, que o raio de cur- 
vatura do espaço deva ser maior do que 3 x 102º cm; para alguns 
tipos de espaços curvos outros argumentos são necessários. A 
resposta, que finalmente se obtém, é que o raio de curvatura 
(determinado por triangulação) deve ser maior do que 6 x 10'° 
em. 

No começo do Cap. 1, dissemos que um comprimento carac- 
terístico associado com o universo, que tem um valor da ordem 
de 102º cm, ou 10'º arios-luz, é observado. A interpretação mais 
simplista dêste comprimento é chamá-lo de raio do universo. 
Outra interpretação possível é a de que êste é o raio de curvatura 
do espaço. Qual é a verdade? Esta é uma questão cosmológica; 
uma introdução excelente à ciência especulativa da cosmologia 
é dada no livro de Bondi, citado no fim dêste capítulo. Vamos 
resumir nosso conhecimento do raio de curvatura do espaço 
pela declaração de que êle não é menor do que 102º cm e que 
não sabemos se o espaço, numa grande escala, não é chato. 


GEOMETRIA NUMA ESCALA MENOR 


As observações acima dizem respeito ao raio médio da cur- 
vatura do espaço e não são sensíveis a perturbações, que se acre- 
dita, existem nas proximidades imediatas das estrêlas e que con- 
tribuem com um enrugamento local ao espaço, de outro modo 
achatado, ou levemente encurvado. Dados experimentais que 
esclareçam esta questão são extremamente dificeis de se obter, 
mesmo nas proximidades do nosso sol. Pela observação cuida- 
dosa e dificil das estrêlas visíveis perto da borda do sol, durante 
um eclipse solar, estabeleceu-se que os raios de luz são levemente 
encurvados quando passam perto das bordas e, por inferência, 
o mesmo acontece nas proximidades de qualquer estréla de 
grande massa. Para um raio razante, o ângulo de desvio é muito 
pequeno, sendo da ordem de aproximadamente 1,75. Então, 
à medida que o sol se move no céu, as estrêlas que são quase 
eclipsadas por êle pareceriam, se pudessem ser vistas de dia, 


* Pode-se objetar que medidas de distâncias pressupõem, elas mesmas. que a 
geometria de Euclides é aplicável. Outros métodos de estimar distâncias existem. 
contudo, que são discutidos nos textos modernos de astronomia. 


“n 


Eclipse solar de 20 de julho de 1963. (Fotografado: 
por & H. Cleminshaw, Griffith Observatory.) 


O encurvamento da luz pelo sol 
foi predito por Einstein em 1917 
e verificado pela observação pou- 
co depois. 


Precessão da órbita de Mercúrio, explicada pela 
teoria geral da relatividade. O plano da órbita 
está na página: a excentricidade da órbita é muito 
exagerada para maior clareza. Sem precessão, a 
figura seria uma elipse estacionária. 


desviadas muito pouco das suas posições normais. Isto significa 
apenas que a luz se move numa trajetória curva perto do sol; 
não prova, por si só, que a única interpretação possível é a de 
que o espaço em tôrno do sol é curvo. Unicamente com medidas 
precisas com réguas de vários materiais, perto da superficie do , 
sol, poderiamos estabelecer, diretamente, que um espaço curvo é 
a descrição mais eficiente e natural. Outro tipo de observação 
é relevante na questão da curvatura do espaço. A órbita de Mer- 
cúrio, o planêta mais próximo do sol, difere levemente da predita 
pela aplicação das leis da gravitação universal de Newton, mesmo 
depois que certas pequenas correções da teoria da relatividade 
especial são incorporadas na órbita calculada. Poderia isto ser 
devido a um efeito da curvatura do espaço perto do sol? Para 
responder tal questão precisariamos saber como uma possivel 
curvatura afetaria as equações de movimento de Mercúrio e 
isto envolve mais do que apenas geometria. 

Numa série de belissimos e notáveis trabalhos, Einstein (1917) 
descreveu uma teoria da gravitação e geometria, a teoria geral 
da relatividade, que previu, em acôrdo quantitativo com as 
observações, os dois efeitos descritos acima. Estas são ainda as 
“únicas confirmações cruciais das predições geométricas da teoria. 
“Apesar da magra evidência experimental, a simplicidade essêncial 
da teoria geral fêz com que ela fósse amplamente aceita. 

Das medidas astronômicas, concluimos que a geometria de 
Euclides dá uma descrição extraordinâriamente boa das medidas 
de comprimentos, áreas e ângulos, pelo menos até que atinjamos 
distâncias enormes, da ordem de 102º cm. Mas, até agora, nada 
dissemos acêrca do uso da geometria de Euclides na descrição 
de configurações pequenas, comparáveis em tamanho aos 10-* cm 
de um átomo, ou aos 1071? cm de um núcleo. A questão da vali- 
dade da geometria de Euclides pode, em ultima análise, ser posta 
da seguinte maneira: é possível entender o mundo subatômico, 
ou seja, é possível formular uma teoria física que o descreva com 
sucesso, admitindo-se que a geometria de Euclides seja válida? 
Se isto fôr possível, então não existe razão no presente para ques- 
tionar a geometria de Euclides como uma aproximação adequada. 
Veremos, no Vol VI, que a teoria dos fenômenos atômicos e suba- 
tômicos não parece levar a nenhum paradoxo que bloqueie a 
nossa compreensão dêstes fenômenos. Muitos fatos não são enten- 
didos, mas nenhum dêles parece levar a contradições. Neste sen- 
tido, a geometria Euclidiana resiste ao teste da experiência, pelo 
menos até o nivel de 1073 em. 


12 


Invariância por translação. Mover um objeto a 
qualquer outro lugar não altera seu tamanho ou 
forma. 


INVARIÂNCIA 


Podemos resumir algumas das consegiências da validade 

experimental da geometria Euclidiana: 
Invariância por translação. Com isto queremos dizer que nosso 
espaço é homogêneo, isto é, que não é diferente de ponto a ponto. 
Se figuras são movidas sem rotação, não ocorrem mudanças em 
suas propriedades. 

Intariância por rotação. Experimentalmente, é sabido que o 
espaço é isotrópico, dentro de alta precisão, de modo que tôdas as 
direções são equivalentes; as figuras não são alteradas por rotação. 
É possível imaginar um espaço chato que não seja isotrópico. 
Por exemplo, a velocidade da luz numa direção dada poderia ser 
o dôbro da velocidade em outra direção, que forma um ângulo 
reto com a primeira. Não existe, porém, evidência que o espaço 
vazio apresente êstes efeitos. Dentro de um cristal, entretanto, 
muitos efeitos anisotrópicos são encontrados. 

A propriedade da invariância por translação leva à conservação 
do momento linear; a invariância por rotação leva à conservação 
do momento angular. Êstes assuntos são desenvolvidos nos Caps. 
3e 6, O conceito de invariância é desenvolvido no Cap. 2 e no 


fim do Cap. 3. 


Invariância por rotação. Rotação de um objeto 
não altera seu tamanho ou forma. 


Não invariância por translação num mundo hipo 
tético. Mover um objeto a outro lugar pod 
alterar seu tamanho ou forma. 


Não invariância por rotação num mundo hipo 
tético. Rotação de um objeto pode mudar se 
tamanho ou forma. 


LEITURAS COMPLEMENTARES 


Physical Science Study Committee (PSSC), Physics, caps. 14 (D.C. Heath and 
Company, Boston, 1960) 

RH. Baker, Astronomy, 7th cd (Van Nostrand, Princeton, NJ, 1959). 

E Bondi, Cosmology, 2h ed. (Cambridge University Press, New York, 1960) 
Descrição breve. clara e de grande autoridade, com ênfase na evidência obser- 
vacional. 

A Einstein, “Notas autobiográficas”, em Albert Einstein: cientistafilósofo, editado 
por P.A. Schlipp (Biblioteca dos Filósofos Vivos, Evanston, 1949) Uma erce- 
lente autobiografia. É uma pena que existam tão poucas biografias realmente 
boas de cientistas notáveis, tais como a de Freud por Ernest Jones. Há também 
pouca coisa comparável em profundidade e honestidade às grandes biografias. 
literárias tais como James Joyce, por Richard Ellman. A autobiografia de 
Charles Darvin é uma exceção notável, Escritores que escrevem sôbre cien- 
tistas parecem ser demasiadamente intimidados pela sentença de Einstein: 
“O essencial de um homem como cu jaz precisamente no que le pensa e como 
Ele pensa, não no que le faz ou sofre”. 

Larousse encyclopedia of astronomy (Prometheus Press, New York, 1962) Éste è 
um livro bonito e informativo. 

DJ. de Solia Price, Ile science, big science (Columbia University Press, New 
York, 1963) Um estudo estatístico e sociológico da ciência da ciência. 

Ann Roe, The making of a scientist (Dodd Mead and Co, New York, 1953; Apollo 
reprint, 1961) Êste é um excelente estudo sociológico de um grupo de emi- 
mentes cientistas americanos do fim da década de 1940. Proviveimente ocor- 
reram algumas modificações importantes na população científica desde que o 
Evro foi publicado em 1953. 

O. Struve, B. Lynds and H. Pillans, Elementary astronomy (Oxford University 
Press, New York, 1959). Dá ênfase às principais idéias da fisica em relação ao 
universo; excelente livro. 


LISTA DE FILMES 


“Medindo grandes distâncias” (29 min) F. Watson (PSSC-MLA 0103) Mostra 
coma, por triangulação c medidas de paralaxe, as distâncias à lua e às estrêlas. 
distantes de até $00 anos-luz podem ser medidas. 

“Mudanças de escala” (23 min) R'W. Williams (PSSC-MLA 0106) Para orienta- 
ção nas idéias de estimativas e escalas. Dá vários exemplos bonitos de como 
fazer uma escala com tensões e de casos onde alguma coisa depende da velo- 
cidade (projeto de navios) 


PROBLEMAS 


1.0 universo conhecido. Usando informações contidas no texto, estime o se- 
guie 
a) A massa total do universo conhecido. Resp. ~ 10% 
b) A densidade média da matéria no universo. 
Resp. ~ 10-2º gjem?, equivalente a 100 átomos de hidrogênio por metro cúbico. 
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6) A razão do raio do universo conhecido para o raio do próton: (Tome o raio 
do próton como sendo 10" em; massa do próton = 1,7 x 1072 g). 


2 Sinais transmitidos num próton. Estime 0 tempo necessário para que um si- 
nal que viaja com a velocidade da luz atravesse uma distância igual ao diâmetro 
do próton. Tome o diâmetro do próton como sendo 2 x 10° em 


3. Distância a Sirius. A paralaxe de uma estria é metade do ângulo subtendido, 
na estréia, pelos pontos extremos da órbita da terra em torno do sol. A paralaxe 
de Sirius é 0371”. Calcule esta distância em centimetros, anos-luz e parsecs. (Veja 
à tabela de valóres na capa} 

Resp.: 83 x 10'% cm; 88 anos luz; 


7 parsecs 


4. Tamanho dos átomos. Usando o valor do número de Avogadro, dado na 
tabela, e sua estimativa da densidade média dos sólidos comuns, calcule aproxi- 
madamente o diâmetro de um átomo médio. 


5. Angulo subtendido pela Iua. Tome uma escala graduada cm milimetros e, 
quando as condições de visibilidade forem favoráveis, tente a seguinte experiência: 
segure a escala nas mãos, longe dos seus olhos e meça o diâmetro da luz; meça 
depois a distância dos seus olhos à escala (O raio da órbita da Lua é 38 x 10º cm 
eo raio dalas 1,7 x 10° cm} 


a) Dos dados acima calcule o ângulo subtendido pela lua na terra. 
Resp. 9 x 1073 radianos. 
b) Qual éo ângulo subtendido na lua pela terra? Resp. 34 x 1077 radianos. 


6. Comprimento de onda de Compton. Construa uma expressão para uma quan- 
tidade que tem a dimensão de um comprimento, partindo da velocidade da luz c, 
a massa do elétron m e a constante de Planck k. As dimensões da constante de 
Planck são energia x tempo, ou M L° T-!. Calcule o comprimento a partir dos 
valôres de c, m e h dados na tabela de valôres. Éste comprimento desempenha 
um papel importante na fisica atômica; le costuma ser representado por 2c, onde 
À è a letra grega lambda 


TÓPICO AVANÇADO, ASTRONOMIA SIMPLES DENTRO DO SISTEMA 
SOLAR 


Dois astrônomos amadores escolhem para si mesmos a tarefa de determinar 
o diâmetro e a massa do sol. Depois de pensar muito no problema percebem que, 
inicialmente, diversas quantidades subsidiárias devem ser estabelecidas. 

Seu primeiro passo é determinar o raio da terra, o que conseguem usando 
mapas precisos para localizar-se a si mesmos, estando a 500 milhas de distância 
sôbre um meridiano geográfico (linha de longitude). Éles se comunicam por ondas 
curtas de rádio. O observador colocado mais ao sul $ escolhe uma estrla que 
passa sôbre êle (zenite) num certo instaíme de tempo. 

No instante em que a estrla selecionada passa pelo zênite do observador so 
su, ela cruza também o meridiano do observador ao norte N, mas devido à cur- 
vatura da terra, ela o cruza abaixo do seu zênite (ponto mais alto da trajetória) 
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N = observador ao norte 
S = observador ao sul 

O = centro da terra 

Luz de uma estrēla distante no zênite é recebida 
por S ao longo da linha ZSO (linha do zênite 
para S). 

Luz da mesma estréla é recebida por N, ao longo 
da linha YN || ZSO. 

A linha XNO é dirigida do zênite para N. 
YN e XNO são inclinadas de um ânguto zenital A. 


Orientação relativa da terra, lua e sol como são 
na realidade 


a 
v 


Orientação relativa da terra, lua e sol como admi- 
timos (para propósitos de discussão) 


Or 


E es 
“Direção do movimento devido 

ED TESTE 

Posição da lua e observadores Ow é Oy no ins- 

tante ty(1). Admite-se que a luz da estréia venha. 

de uma distância infinita e portanto tem raios 

paralelos. 


ZE 


No instante fy(2) à lua se moveu a esta posição, 
ea luz da estrêla agora reaparece ao observador 
Ow o qual, por causa da rotação da terra, move-se, 
no meio tempo, para sua nova posição mostrada 
aqui 


a) Se o observador N observa um ângulo zenital de 0 = 7,2, mostre que o 
raio calculado da terra è 64x 10° em. ~ 

Os dois amadores percebem que o segundo passo necessário é medir a velo- 
cidade da lua, na sua órbita em tôrmo do centro da terra. Conseguem isso, indire- 
tamente, determinando os instantes nos quais uma estréia dada, vista de duas 
posições diferentes da superficie terrestre, é eclipsada pela lua. À fim de reduzir 
os problemas dos cálculos geométricos e matemáticos, ls fazem um certo nò- 
mero de hipóteses simplificadoras: a lua e a estrêla estão localizadas na eclitica 
fo plano do sol da órbita da tera); a estrêla passa diretamente atrás da lua, Le ao 
longo de um diâmetro: as observações são feitas à meia noite com uma lua cheia. 
A curvatura da terra, efeitos da refração atmosfèrica e outras correções são negli- 
genciadas. A situação geométrica é indicada na pág 15. 

Raios paralelos de luz de uma estria distante são recebidos por dois obserya- 
dores, Oy € Os O observador no oeste, Oy, observa o tempo tyll) no qual a es- 
tréla desaparece atrás da lua e, mais tarde, um tempo ts(2) no qual ela reaparece 
Observações similares tg(1) e £(2) são feitas pelo observador do leste. 

b) Mostre que a velocidade da lua relativa ao centro da terra é dada pela 
expressão. 

4 s 
to am tai) 
onde 5 é a separação dos observadores, ro a velocidade linear dos observadores, 
cu à velocidade lincar da lua, é 141) e,(1) são definidos acima. 

Conhecendo a velocidade da lua, cada observador poderá determinar o seu 

diâmetro pelo tempo total que a lua eclipsa a estréia. 


€} Mostre que o diâmetro da lua é 


2Ry = (tw — olta ti) 
onde t, e ty são os tempos medidos por cada observador. 


d) A partir do raio da terra, determinado acima. e do periodo conhecido de 
rotação, determine a sua velocidade superficial, a 30"N de latitude, em relação ao 
seu centro. (Resp. 408 x 10º cm/seg) 

Observações típicas, que podem ter sido obtidas pelos dois amadores, são 
dadas na tabela seguinte. 


Obsercação A CD ti ta) 


Tempo, mimos 00 956 20 177 


€) Use èstes dados é os resultados prévios para mostrar que a velocidade da 
lua é 10,1 x 10º cm/seg e seu diâmetro 348 x 10º cm. Tendo determinado a ve- 
locidade orbital da lua, os dois amadores usam seu periodo orbital conhecido 
(236 x 10º seg) para determinar o raio de sua órbita. 


1) Mostre que suas observações levam a um resultado em acôrdo com medi- 
das precisas (34 x 10º em) 

Se a órbita de um satélite é circular, é muito fácil determinar a massa do corpo 
que o atrai Usando a lei de Newton da gravitação, F = GM zM w/t para a fòrça 
entre a terra e a lua, mostraremos no cap. 3 que 


A 


ir = Rg 


onde G é a constante gravitacional, M a massa da terra, £y a velocidade da lua, 
ro raio da órbita da lua. R o raio da terra e g a aceleração da gravidade na su- 
perficie da terra (980 cm/seg”). A primeira igualdade acima é obtida igualando-se 
a fêrça gravitacional à fòrça centrifuga Mur,ž/r, onde My é à massa da lua. 


8) Calcule o valor da constante GMa- 

Depois de um esfôrço considerável, os amadores concluem que. por não pos- 
suirem suficiente informação para calcular a massa da terra, devem realizar uma 
outra experiência Em princípio, deveriam medir a constante gravitacional G. 
Devido no fato de que èste é um experimento bastante dificil decidem. em vez 
diste, estimar a densidade da terra De um estudo dos materiais superficiais da 
terra Eles obtém o valor de 5 g/cm. 


h) Nesta base, qual é o valor aproximado da massa da terra? A que êrro per- 
cemtual isto corresponde? 


i) Use esta estimativa e resultados precedentes para obter uma ordem de gran- 
deza de G. 

Em seguida, os dois amadores determinam a distância ao sol, usando os dados 
conhecidos sôbre a òrbita da Iua, mostrados na ilustração. Num instante par- 
ticular, o sol, fua e terra estão em posições tais que o contòrno da sombra coincide 
com um diâmetro máximo da lua (a qual ao observador parece exatamente uma 
meia lua) Neste instante, o observador determina o angulo z entre linhas ao sol 
e à lua, 


J) Para um angulo a = 89°51, calcule a distância r da terra ao sol. 

Conhecendo a distância da terra ao sol, os dois amadores percebem que a 
terceira lei de Kepler (além das leis de Newton do movimento) permite calcular 
a massa do sol (veja PSSC, págs. 354-357} 


1) Calcule a massa do soL 

Os dois amadores, tendo tido a sorte de observar o eclipse total do sol de 1963, 
lembram agora que a lua cobriu quase completamente o sol, na ocasião. Calcule 
o raio Ry do sol. 


N Determine o diâmetro do sol com base mas informações obtidas acima. 

Para fazer determinações tais como estas, com precisão elevada, exige uma 
grande quantidade de trabalho em instrumentos, observações, interpretação, 
cálculos e teoria — assuntos que ocuparam as mentes de muitos homens durante 
séculos e que continuam a ser de grande interêsse Considerações de precisão, 
contudo, não impediram o homem de fazer medidas em áreas novas. Se os fisicos 
esperassem para que instrumentos de precisão extrema fôssem aperfeiçoados, a 
fisica talvez não progredisse absolutamente. Muitas instalações experimentais cla- 
boradas, tem-se dito, são monumentos à procrastinação. 
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Da mesma forma, O, vê a estrêla desaparecer 
em t1) e após um intervalo.. 


reaparecer para Ele no instante t4(2). 


Método de determinar a distância da terra ao 
sol usando dados conhecidos sôbre a órbita da lua. 


O vetor r representa a posição de um ponto P 
em relação a outro, ponto O tomado como origem. 


O vetor -r é igual em módulo mas sentido oposto 


ar. 


O vetor 0,6r tem a direção de r e seu módulo é 
de 0.6r. 


O vetor t é o vetor unitário na direção de r. 
a dae É a 


cial. A análise vetorial que conhecemos hoje é em grande parte o 
resultado do trabalho feito no fim do século XIX por Josiah 
Willard Gibbs e Oliver Heaviside. 

A notação vetorial que adotamos é a seguinte: no quadro- 
negro, uma quantidade vetorial denominada A é representada 
colocando-se uma seta sôbre cla, À, ou então, uma linha sinuosa 
debaixo dela À (esta notação é menos usada). Num texto impresso, 
um vetor aparece sempre em negrito A. A intensidade do vetor 
é sempre impressa em itálico: A é a intensidade de A; a intensidade, 
ou módulo, do vetor é também escrita como | A |. Um vetor uni- 
tário é um vetor de comprimento unitário; um vetor unitário na 
direção de A é escrito com um chapeuzinho À. Resumimos esta 
notação escrevendo a identidade 


A=Ã4 (1) 


calar; a velocidade v é um vetor. 


Ademitimos que a direção de um vetor pode ser definida. Para algumas fina- 
lidades podemos referir a sua direção ao laboratório e para outras às estréias fixas- 
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IGUALDADE DE VETORES. Dois vetores A e B são defi- 
nidos como sendo iguais se tiverem o mesmo módulo, direção 
é sentido. Um vetor não tem, necessáriamente, uma localização, 
apesar de que um vetor possa se referir a uma quantidade defi- 
nida num ponto dado. Dois vetores podem ser comparados, 
mesmo que meçam quantidades físicas definidas, em diferentes 
pontos do espaço e de tempo. Se não tivéssemos confiança, ba- 
Seada na experiência, de que o espaço é plano — exceto talvez 
para distâncias enormes — então não poderiamos comparar de 
maneira inequívoca dois vetores em pontos diferentes (veja Nota 
Matemática 1, no fim dêste capítulo). 


ADIÇÃO DE VETORES. A soma de dois vetores A e B é 
definida pela construção geométrica indicada nas figuras. Esta 
construção é, fregilentemente, chamada de lei do paralelogramo 
da adição de vetores. A soma A + B é definida deslocando-se 
B paralelamente a si mesmo, até que a origem de B coincida com 
a extremidade de A. O vetor, traçado entre a origem de A e a extre- 
midade de B, é a soma A + B. Da figura, segue-se que A + B = 
= B + A, de modo que a adição de vetores se diz comutativa. 

A subtração de vetores é definida pelas figuras na pág 28. 

A adição de vetores satisfaz à relação A + (B + C) = (A + 
+ B) + C, de modo que a adição de vetores se diz associativa. 
A soma de um número finito de vetores é independente da ordem 
na qual êles são adicionados. Se A — B = C, então, somando B 
a âmbos os lados, obtém-se A = B + C. Somas e diferenças de 
vetores podem ser manipuladas como se fôssem números. Se 
k é um escalar 


KA + B) = kA + kB [27] 


de modo que multiplicação de um vetor por um escalar se diz 
distributiva. 


QUANDO UMA QUANTIDADE FÍSICA É REPRESEN- 
TÁVEL POR UM VETOR? Introduzimos a linguagem vetorial 
para descrever deslocamentos no espaço Euclidiano. Além dos 
deslocamentos, existem outras quantidades fisicas que têm as 
mesmas leis de combinação e as mesmas propriedades de inva- 
riância dos deslocamentos. Tais quantidades podem também 
ser representadas por vetores. Para ser um vetor, uma quanti- 
dade deve satisfazer duas condições: 

1. Deve satisfazer à lei da adição do paralelogramo. 

2. Deve ter uma grandeza e direção independente da escolha 
do sistema de coordenada. 
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Vetor A. 


Vetor B. 


A soma vetorial A + B. 


A soma vetorial B + A é igual a A + B. 


Soma de três vetores A + B + C. Verifique você 


mesmo que esta soma é igual a 


+A+€ 


DERIVADAS VETORIAIS. A velocidade v de uma particula 
é um vetor: a aceleração a também é um vetor. A velocidade é 
à variação com o tempo da posição de uma particula. A posição 
de uma partícula, num instante 1, pode ser especificada pelo 
Vetor rtt) que vai de um ponto fixo O à particula. À medida que 
o tempo passa, a particula se move e o vetor de posição varia em 
módulo e direção. À diferença entre rlt) e r(t,) é a diferença entre 
dois vetores: 


Ar = r(t) rlt) 8) 


sendo portanto um vetor. Se o vetor r puder ser considerado 
como uma função (uma função vetorial) de uma quantidade 
escalar simples £. o valor de Ar será completamente determinado 
quando os dois valôres t, e t forem conhecidos. Então, na figura 
ao lado, Ar é a corda P,P,. À razão 


Ar 


Ar 


é um vetor colinear com a corda P,P, . mas, aumentado na razão 
1/Ar. Quando Ar se aproxima de zero, P, se aproxima de P, , 
ea corda P,P; se aproxima da tangente em P,- Então, o vetor 


Ar B dE 
A se aproxima de q, | 


que é um vetor tangente à curva em P, dirigido no sentido no 
qual a variável 1 aumenta ao longo da curva. 
O vetor 


Ar 
T (4) 


é chamado de derivada de r em relação ao tempo. Por definição, 
a velocidade é 


6) 


jar. 

Aceleração também é um vetor; ela é relacionada à velocidade 
y da mesma forma pela qual v é relacionada com r. Definimos 
a aceleração por 


de Pr 
asor 6 


A posição P, de vam porticati; po istant r, é A E 
especificada pelo vetor rt) em relação à origem pi E EA 
fita no ponto O. 


Considere uma partícula que se move de tal forma que sua 
posição, num instante qualquer 1, é dada pelo vetor de posição 
rt), Podemos escrever 

ne) = 0) Fo) Mm 
onde o escalar r(t) é o comprimento do vetor, e (1) é um vetor de 
pa e ing EN a o RSS a E 


de dono ptt ADE + Arno) 
Ee E a E (8 


Podemos reescrever o numerador para obter 
no do = 


[o + za] [o E ga] 
RE) 


No limite, para At — 0, o último têrmo do lado direito pode ser 
desprezado e temos 


o 


Ara corda entre os pontos P, e Pa , na trajetória. 
particula. 


ddr d da 
ar tar Ae o 


de 
d do do 

rod = Tb + A um 
Uma contribuição à velocidade em (10) vem da variação da 


direção f; a outra contribuição vem da variação do compri- 
mento r. 


29 À medida que At = 1,1, — 0, o vetor Art, 
colinear com a corda, se aproxima do vetor velo- 
cidade drjar, colinear com a tangente à trajetoria 
no ponto P,- 


Particula movendo-se num circulo de raio uni- 
tário e com velocidade angular o». A velocidade 
da partícula é dada pela Eq. (19) e a aceleração 
pela Eq. (22). 


EXEMPLO. MOVIMENTO CIRCULAR. Éste exemplo é 
extremamente importante. Queremos obter expressões expli- 
citas para a velocidade e aceleração de uma partícula, movendo- 
Se com velocidade constante, numa órbita circular de raio cons- 
tante r. Uma órbita circular pode ser descrita por 


nto) = te) a3 


desde que r seja constante e que o vetor unitário F(t) gire com 
velocidade constante. Podemos representar tal vetor unitário por 


E) = coswtã + sen ot Y (13) 


diretamente das definições trigonométricas das funções seno e 
coseno. Observe que, para t = 0, o vetor unitário Ë se encontra 
sôbre o eixo x. 

Como ilustração, considere um valo! 
radianos, isto é 45°. Sabemos que cos 4x = sen $r = 1/,/ 2, de 
modo que 


que é um vetor unitário, formando um ângulo de 45°, com o 
Gwo x na direção contrária à dos ponteiros do relógio. Num 
tempo posterior, tal que at = $r radianos, que é 90°, temos 
cos x = 0; sen 4x = 1, de modo que 


$ a5) 


O vetor unitário está agora ao longo da direção y. 

Para obter a velocidade da partícula no movimento circular, 
empregamos o resultado (10), mas com drjdt = 0, porque o 
raio r é constante para um circulo. Então de (12) e (13) 


Necessitamos as derivadas do co-seno e do seno. Lembramos 


do cálculo que 


d 
dg Sem t= cos t; sen ot =o cosa; (17) 


d 
cos t = -sen t; 


= cos œt =- sen ot. (18) 


Sla $a 


Não é nada dificil derivar êstes resultados. Se não os viu antes, 
estude a nota ao lado. 

Com a ajuda de (17) e (18) podemos reescrever (16) como 

dr E E 
v= FTO sen ati + o cos o). (19) 

O módulo da velocidade é or, como pode ser visto formando 
(usando a definição de produto escalar dada na fórmula (28) 
abaixo, e a propriedade x-y = 0) 
Pr’ {sen wt + cos wty)-(-sen ot + costy) 
= w2r(sen? ox + cos? am) = or. (20) 


Usamos aqui a identidade sen? + cos? = 1, Fica assim estabe- 
lecido o resultado importante de que a velocidade de uma par- 
tícula em movimento circular uniforme é 


ar en 


A aceleração associada com o movimento circular é obtida 
por diferenciação de (19): 


a Geno? cos mi-o? sen ci) ea 


Reconhecemos, por comparação com (12) e (13), que o lado 
direito de (22) é justamente- w°r: 


wlr(cos mt + sen wt) = -wr e3 
Então o módulo da aceleração no movimento circular é 


a=wlr, (24) 


ea sua direção está na direção de —r, isto é, em direção ao centro 
do circulo. Usando v = wr de (21), podemos reescrever (24) como 


z 
4 es 


Nota: A derivada do sen t em relação a 1 é definida de 
maneira usual como 


sem (t+ Ag — sen é 


“onde usamos a identidade trigonométrica padrão 
sem (a + b) = sen a cos b + cos a sen b 


Mas das definições geométricas do seno e coseno é 
óbvio que 


a seus va 


Esta aceleração é chamada centripeta que “procura o centro”) 
e lhe deve ser familiar do curso secundário. 

A freqüència angular œ tem uma conexão simples com a 
freqilência ordinária f. Na unidade de tempo, o vetor £ em (13) 
varre o radianos, de modo que œ representa o número de radianos 
varrido por unidade de tempo. Mas, a frequência ordinária f 
é definida pelo número de ciclos de movimento realizados por 
“unidade de tempo. Havendo 2x radianos em um ciclo, devemos 
ter 


=o 26) 


O periodo Tdo movimento é definido como sendo o tempo para 
completar um cielo. Vemos de (13) que um ciclo é completado 
num tempo T, tal que wT = 2r ou 


en 


Para sua orientação numérica, suponha que a freqüëncia f é 
60 ciclos por segundo, ou 60 cps. Então o periodo 


e a frequência angular é 
= 2af = 377 radianos/seg. 
Se o raio da órbita circular é 10 cm, então a velocidade é 
v = or = (9710) = 38 x 10º cmjseg- 

A aceleração num ponto qualquer da órbita é 

a = o?r = (38x 10710) = 1 x 108 cm/seg”. 
No Cap, 3 É resolvido um exemplo numérico, no qual se mostra 
que a aceleração de um ponto fixo da superfície da terra, situado 
no equador, é de 3,4 cm/seg? devido à rotação da terra em tórno 
do seu próprio eixo. 


As definições de r, ve a asseguram que êles são vetores. A fòrça 
F, o campo elétrico E e o campo magnético B são também ve- 
tores, mas é preciso recorrer à experiência para verificar se êles 
têm, efetivamente, as propriedades dos vetores. 

Experimentalmente, F = Ma, onde a massa M é um escalar 
constante*. 


asa Mt slo b contanto F = Luto) = Si + M Mom 
A kar kas Td a` 


Orientação original do livro. Ele é então girado 
de x/2 radianos em têrmo do Eixo 1. 


Orientação após uma rotação subsequente d 
a/2 radianos em tórno do Eixo 2. 


Orientação original do livro. 


Orientação após uma rotação de x/2 radianos 
em tômo do Eixo 2. 


Orientação após uma rotação subsequente de 
x/2 radianos em tôro do Eixo 1. 


Como a é um vetor, F também deve ser um vetor. A intensi- 
dade do campo elétrico E é definida como a fórça que atua numa 
partícula de carga unitária em repouso, quando num campo 
elétrico; portanto, E deve ser um vetor. É sabido, experimental- 
mente, que campos magnéticos se somam vetorialmente: o efeito 
total de B, e B,. agindo simultâneamente, é exatamente equi- 
valente ao de um único campo magnético B, + B4, € portanto 
Bé um vetor. 

Nem tôdas as quantidades que têm grandeza e direção são 
necessáriamente vetores. Por exemplo, a rotação de um corpo 
rigido em tórno de um eixo particular fixo no espaço tem uma 
grandeza (o ângulo de rotação) e uma direção (a direção do eixo). 
Mas duas destas rotações não se combinam de acórdo com a 
lei da adição de vetores, a menos que os ângulos de rotação 
sejam infinitésimamente pequenos. Isto é visto, fâcilmente, quando 
os dois eixos são perpendiculares entre si, e as rotações são de 
=/2 radianos (90º). Considere um objeto (um livro, p. ex): a 
rotação (1) a leva à segunda figura e uma rotação subsegiente 
(2), em tórno de outro eixo, leva o objeto à situação da terceira 
figura. Mas, se ao objeto original aplicássemos primeiro a rotação 
(2) e depois a rotação (1), o objeto acabaria como é mostrado na 
última figura. A orientação da sexta figura não é a mesma que 
a da terceira. Obviamente, a comutatividade da lei da adição 
não é satisfeita por estas rotações. Apesar de terem uma grandeza 
e uma direção, rotações finitas não podem ser representadas 
por vetores. 


PRODUTOS DE VETORES 


Existem dois meios particularmente úteis de definir o produto 
de dois vetores. Ambos satisfazem a lei distributiva da multi- 
plicação: o produto de A pela soma de B + C é igual à soma dos 
produtos de A por B e de A por C. Um tipo de produto é um 
escalar e o outro é, para muitos fins, um vetor. Ambos os produtos 
são úteis em física. Outras definições possíveis de produtos não 
são úteis: por que AB não é uma definição útil do produto de 
dois vetores? Por AB representamos o produto ordinário, | A | | B | 
dos módulos de A e B. Observemos que se D = B + C, então, 
em geral, AD + AB + AC. Esta ausência da propriedade dis- 
tributiva torna AB inútil como um produto de A e B 


PRODUTO ESCALAR DE DOIS VETORES. O produto 
escalar de A e B é definido como o número que é obtido tomando 
o produto do módulo de A pelo de B, vêzes o co-seno do ângulo 


| 


y 


Ao formar AB, traga os vetores A e B a uma 
origem comum. 


A(B cos 0) = A-B. Aqui 0, a letra grega “teta” 
representa o ângulo entre A e B. 


entre êles. O produto escalar é um escalar; é representado pelo 


símbolo 
AB cos (A, B) (28) 


Aqui, cos (A, B) denota o co-seno do ângulo entre A e B. Vemos 
que nenhum sistema de coordenadas é envolvido na definição 
do produto escalar. Notamos também que cos (A, B) = cos 
(B, A), de modo que o produto escalar é comutativo: 


AB-BA (29) 


Lemos A-B como “A ponto B”. 
Se o ângulo entre A e B jaz entre x/2 e 31/2, então cos (A, B) e 
A-B são números negativos. Se A = B, então cos (A, B) = 1 e 


AB=A-[Af (0) 

Se A-B = 0, e A # 0, B + 0, dizemos que A é ortogonal a B, ou 
icular a B. Note que cos (A, B) = Å- É, de modo que o 
produto escalar de dois vetores unitários é, justamente, o co-seno 


do ângulo entre les. O comprimento da projeção de B, na direção 
de A é 


B cos (A, B) = BĀ-B =B-À 81) 


onde À é o vetor unitário na direção de A. A projeção de A na 
direção de B é 


A cos (A, BJ=A:B (32) 


O produto escalar não tem inverso: se A-X = b não existe 
uma solução única para X. Divisão por um vetor é uma operação 
não definida, que não tem sentido. 

Damos, agora, diversas aplicações de produtos escalares: 

1. Lei dos co-senos. Seja A— B = C; então, tomando o produto 
escalar de cada lado desta expressão por si mesmo, temos 


(A-B)-(A-B)=C-€ 63 


ou 
A? + B?-2A-B = C? 049 


que é exatamente a famosa relação trigonométrica 


A? + B?-24B cos (A, B) = C? (35 


2. Co-senos diretores. Sejam 3, 5, 2 três vetores unitários 
ortogonais*, que definem um sistema de coordenadas Carte- 
siano. Um vetor arbitrário A pode ser escrito como 

A=HAD+IAD+Z(A-d E] 
Aqui (A-X), (A-y) e (A-Ž) são chamadas de componentes de 
A e muitas vêzes representadas por A, , A, e A, respectivamente. 
Esta relação pode ser verificada, formando o produto escalar 
dos dois lados por 2 usando (pela definição de vetores unitários 
ortogonais) X-X = 1; O, de modo que 
(AD = (DAR) HG -INA-D + (ESA) BN 
=(A-% 
Podemos escrever À como o vetor unitário na direção de A 
em (36) como 
A-icos(À ã) + ĵ cos (À 5)+Zcos (À 2) (38) 
Os três co-senos nesta equação são chamados de co-senos de 
direção de À ou os co-senos diretores de A, referidos aos vetores 
unitários de base %, f, Z do sistema de coordenadas ortogonais 
Cartesiano. Formando o produto escalar de cada lado de (38) 
por si mesmo, obtemos uma outra relação bem conhecida: 


1=cos? (À, X) + cos? (À, 3) + cos? (À, 2) 69 


A soma dos quadrados dos três co-senos diretores é igual à unidade. 

3. Equação de um plano. Seja N uma normal ao plano em 
consideração, que é traçada de um ponto O fora do plano. Seja 
T um vetor arbitrário, da origem O a um ponto qualquer P no 
plano. A projeção de r sôbre N deve ser igual em módulo a N. 
Então o plano é descrito pela equação 


(40) 


Para estabelecer a identidade desta expressão compacta com a 
expressão usual da geometria analítica para a equação de um 
plano, escrevemos N e r em têrmos de suas componentes N, . 
No N, € x, y, z no sistema de coordenadas Cartesiano, definido 
pelos vetores unitários ortogonais &, 5, 2 Assim, a Eq. (40) assume 
a forma 


Gx + fy + 2) GN, +N, +N) = N?, an 


* Ortogonal significa aqui mituamente perpendicular. 


coa is A KA 


Fies ja Aa 


Equação de um plano; N é a normal ao plano, 
partindo da origem O. A equação do plano é 
Nor =N? 


Os campos elétrico e magnético, numa onda 


eletromagnética plana, no vácuo, são perpen- 
diculares à direção de propagação É Então k - E = 
=É-B=0. 


Taxa com a qual a fòrça F realiza trabalho sôbre 
uma partícula que se move com velocidade v. 


Velocidade dVjdt com a qual a área S, movendo- 
se com velocidade v, varre o volume. 


xN, + yN, + zN, = N?. (42) 


Se É fôr o vetor unitário, na direção de propagação de uma 
onda eletromagnética plana no vácuo, então (como veremos no 
Vol. II) os vetores dos campos elétrico e magnético, Ec B, devem 
jazer num plano normal a k. Podemos exprimir esta condição 
geométrica pelas relações 

f-E-=0; f-B=0 (43) 

4. Potência. Em fisica elementar (veja também Cap. 5) apren- 
demos que o trabalho realizado, no decorrer do tempo, por uma 
fòrça F, sôbre uma particula que se move com velocidade v 
é igual a Fr cos (F, v). Podemos ver que esta expressão é justa- 
mente o produto escalar 


Fev 
Se escrevermos a derivada dW/dt como o símbolo para a potência, 


então 
E a 


5. Velocidade com a qual um volume é varrido. Seja S um vetor 
normal a uma área plana de superficie S e seja v a velocidade 
com que a área se move. Vemos que o volume, por unidade de 
tempo, varrido pela área S, é um cilindro de base S e altura normal 
£. A velocidade dVjdt segundo a qual o volume é varrido é então 

av 


Gs (45) 


PRODUTO VETORIAL, Outro tipo de produto de dois 
vetores é usado fregiientemente em fisica. Éste produto é um 
vetor e não um escalar, mas è um vetor num sentido um pouco 
restrito. O produto vetorial A x B é definido como sendo um 
vetor normal ao plano que inclui A e B e que tem módulo AB | sen 
A, B|: 


C=Ax 


CaBisen (A, B) (46) 


Lemos A x B como “A vetor B". O sentido de C é determi- 
nado por uma convenção que é a regra do saca-rôlhas: o vetor 
A, que vem em primeiro lugar no produto, é girado pelo menor 
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Produto vetorial C= A x B. 


ângulo que o traz em coincidência com a direção de B. O sentido O produto vetorial B x A é oposto a A x B. 
de C é o sentido de movimento de um saca-rôlhas, quando gira 
na mesma direção que o vetor A girou. 

Vamos enunciar a regra para a direção de C de outra maneira: 
primeiro junte os prolongamentos dos vetores A e B - isto de- 
fine um plano. O vetor C é perpendicular a êste plano, isto é, o 
produto vetorial A x B é perpendicular a ambos, A e B. Gire 
A na direção de B, segundo o menor dos dois ângulos possíveis — 
dobre os dedos da mão direita na direção na qual A girou e o 
polegar apontará na direção de C = A x B. Note que, por causa 
desta convenção de sinal, B x A é um vetor de sinal oposto a 
AxB: 


BxA=-AxB an 


Então, o produto vetorial não é comutativo. Decorre de (47) 
que A x A = 0, de modo que o produto vetorial de um vetor 
por si mesmo é zero. O produto vetorial obedece à lei distribu- 


ti 


AX(B+CO=AxXB+AxC (48) 


A demonstração desta lei pode ser encontrada em qualquer 
livro sôbre cálculo vetorial. 


A mesma regra, aplica- 
da com a mão direita. 


A área vetorial do paralelogramo é C = A x B = 
= AB |sen 0| È 


A x B-C = área da base x altura = volume 
do paralelepipedo. 


A, B e C são três vetores. A x B é perpendicular 
ao plano de A € B. 


Nos parágrafos seguintes apresentamos várias aplicações de 
produtos vetoriais. 


1. Área de um paralelogramo. O módulo 
IA x B| = AB |sen (A, B)| (49) 


é a área do paralelogramo cujos lados são A e B (ou duas vêzes 
a área do triângulo cujos lados são A e B; a direção de A x B é 
normal ao plano do paralelogramo; então podemos considerar 
A x B como a área vetorial do paralelogramo. Uma vez que 
os lados A e B têm sinais, o vetor área possui também uma dire- 
ção. Existem aplicações físicas nas quais é conveniente atribuir 
uma direção a uma área. 
2. Volume de um paralelepípedo. O escalar 


|A x B):C|= v (50) 


é o volume de um paralelepipedo cuja base tem a área A x B e 
cuja altura é C. Se os três vetores jazem no mesmo plano, a vo- 
lume será nulo; então, três vetores são coplanares se, e sômente 
se, (A x B)-C = 0. 
Vemos pela inspeção da figura ao lado que 
A(BxC=(AxB)-C (51) 
de modo que o ponto e a cruz no produto triplo escalar podem ser 
permutados sem alterar o valor do produto. Contudo, 
A-@ x C)=-A-(C x B) 6D 
Um produto triplo escalar não é alterado permutando cicli- 
camente a ordem dos vetores, mas muda de sinal se a ordem 
cíclica fòr alterada. Alterações cíclicas de ABC são BCA e CAB: 
alterações não cíclicas de ABC são BAC e ACB. 
3. Iei dos senos. Considere o triângulo definido por C = A + B 
e tome o produto vetorial de ambos os lados da equação por A: 


AXxC-AXA+AXB (53) 


Como A x A = 0,e os módulos de ambos os lados de (53) devem 
ser iguais, 


ACsen | (A, C)| = AB | sen (A, B)| (54) 
ou 
sen (A, C) sen (A, B) 
Bei EE ea 
que é a lei dos senos de um triângulo. 
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DES 


(A x B) x C é perpendicular ao plano de A x B 
e C; êle jaz no plano de A e B. 


4. Produto triplo de vetores, Existem dois tipos de produtos 
triplos que são vetores. O vetor 


(A-B)C 656) 


é simplesmente o produto do vetor C pelo escalar A -B. O outro 
produto triplo, chamado o “produto triplo vetorial” 


Ax(BxC) (sm 
é um vetor que é perpendicular a Ac a B x C. Como B x C é per- 


pendicular ao plano de B e C, decorre que A x (B x C) jaz no 
plano de B e C. Por um argumento semelhante 

(AXBxC=Cx(BxA) (58) 
é um vetor que jaz no plano de A e B, sendo perpendicular a C. 
É claro que (57) e (58) são quantidades diferentes - a posição do 
parênteses é crítica. 

O triplo produto vetorial pode ser expresso como a soma de 
dois têrmos: 

Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B) (59) 
A demonstração desta relação útil é dada em textos de cálculo 
vetorial, 

5. Fôrça numa partícula num campo magnético. A fòrça sôbre 
uma carga elétrica puntiforme num campo magnético B é pro- 
porcional à componente de B perpendicular à velocidade v da 
carga. Esta relação é expressa simplesmente em têrmos do pro- 
duto vetorial: 


F = Ly x B (Unidades Gaussianas) (60) 
F = q v x B (Unidades MKS) (61) 


aqui, q é a carga da partícula e c a velocidade da luz. Esta lei de 
fórças é estudada em detalhe no Vol. IL. 


B x C é perpendicular ao plano de Be C. | 


A x (B x C) é perpendicular ao plano de À 
(B x C); ele jaz no plano de Be C. Obviamen 
A x (B x C)e(A x B) x Csão vetores diferente 


Fôrça sôbre uma carga positiva num campo mag- 
nético. 


VETORES NUM SISTEMA DE COORDENADAS 
CARTESIANAS - 


existe possibilidade de mal-entendidos, mesmo que escrevamos 
éstes vetores no quadro-negro sem uma linha sinuosa embaixo 
para indicar que são vetores. Alguns preferem escrever Í, ), k 
para os vetores unitários. A direção de 2, relativa a X e Y. é defi- 
nida pela regra do saca-rolhas que foi discutida antes, em cone- 
xão com o produto vetorial. Esta regra nos diz que 


2=ix3 (62) 


Convencionamos trabalhar apenas num sistema de coorde- 
nadas orientado da forma acima (segundo a mão direita). Como 
poderiamos comunicar nossa definição de mão direita a uma cria- 
tura situada em outro sistema solar em nossa galáxia? Podemos 
fazer isto usando ondas de rádio circularmente polarizadas. O 
sinal transporta uma mensagem que diz ao observador remoto 
em que sentido a polarização das ondas é definida. O observador 
remoto terá construido dois receptores, um com o sentido correto 
e o outro incorreto. Qualquer método exige instruções claras: 
na análise original do efeito Zeeman espectroscópico, seu desco- 
bridor incorretamente associou um sinal positivo às cargas osci- 
lantes nos átomos, porque se enganou acêrca do sentido da radia- 
ção polarizada circularmente.* 
Qualquer vetor A pode ser escrito como 
A= 3A, + JA, + 2A,- (63) 


Aqui, A,. A,, A, são as projeções de A sôbre os eixos coorde- 
nados apropriados; então 


A =A-i = Acos(A, 3) 164) 
e similarmente para A, e A, - Algumas vêzes escrevemos A como 


* Veja P. Zeeman, Philosophical Magazine ser. 5, 43, 55 e 226 (1897) De modo 
análogo, a primeira transmissão Telstar em 11 de julho, 1962, foi mal recebida na 
Inglaterra “por causa da inversão de uma pequena componente na antena que 
surgiu por causa de uma ambiguidade na definição do sentido de rotação das 
ondas de rádio”, Times (londres) julho 13, 1962, p. 11. 


so 


o tripleto de números (A, , A, A,). Tomando o quadrado de A 
temos 
A =A? + AR + AZ 165) 
Intariância de A? por Rotação do Sistema de Referência. Supo- 
nhamos que deixemos a direção do vetor A inalterada e giremos o 
sistema de referência em tôrno da origem, de maneira a formar 
um nôvo conjunto ortogonal de vetores unitários x, y, Z. No 
nôvo sistema de coordenadas, as componentes de A serão 4,. 
Ap Ap: 
ARA L+YA,+HIA,. (66) 
Não existe problema em supor a direção de A inalterada - dei- 
xamos A fixo com respeito às estrêlas fixas ou, o que é mais conve- 
niente, em relação à página escrita O nôvo sistema de referência 
é girado em relação ao velho. O comprimento de A deve ser inde- 
pendente da orientação do sistema de referência: assim, o valor 
de 4º, formado de (66), deve ser idêntico ao valor de 4? em (65): 
AÈ + AS + A= A+ A+ AL (67) 
Este é o nosso primeiro exemplo de uma “forma invariante”*. 
A forma do módulo de um vetor é a mesma em todos os sistemas 
de coordenadas Cartesianas, que diferem por uma rotação rigida 
dos eixos coordenados. É evidente da sua definição geométrica, 
como uma projeção, que o produto escalar 
A-B = A,B, + A,B, + A,B, 69 
é outro exemplo de uma forma invariante. 
Em virtude de sua definição geométrica, o produto vetórial 
dá origem a outro invariante. O produto vetorial, escrito na repre- 
sentação de coordenadas cartesianas, é 


A x B =(ŘA, + JA, +24) x (RB, + ÑB, + 28) 
Š x AB, + (E x DA,B, + x DA,B, 
+ x 4,8, + (Ex 5)A,B, + (E x DJA.B,, (69) 


onde usamos a relação X x X = 0, etc. Pela definição de produto 
vetorial sabemos que 


a 


“As coisas importantes no mundo aparecem como os inva- 
riantes (ou mais exatamente, os quase invariantes, ou quantidades com proprie- 
dades de transformação simples) destas transformações”. Principles of Quantum 
Mechanics, Ist. ed. (Clarendon Press, Oxford, 1930) 


a 


N 


A vetor A pode ser descrito em coordenadas xyz, 
ou coordenadas xyz” obtidas de xyz por uma 
rotação arbitrária. Dizemos que A? é um im 
riante em relação à rotação. Isto significa A? + 
+A} + A = AL, 4 A + A 


Ordem ciclica de xyz. 


Ordem anticíclica de xyz. 


O vetor A = 3 + 5 + 25 e sua projeção no 
plano xy. 


O vetor B está no plano xy sendo perpendicular 
a A. 


Projeção sôbre A do vetor C = 2. 


Observe que, em cada produto, os três vetores estão na ordem 
xyz ou suas permutações ciclicas. © sinal muda se a ordem dos 
fatores fôr invertida, porque a inversão produz uma ordenação 
anticiclica de xyz: 


2xy Te qm) 


jx 
Com êstes resultados, (69) se reduz a 

A x B= TAB, AB) + HAB, A,B.) + HAB, AB) (1) 
Note que se os indices forem cíclicos em xyz, o têrmo entra no | 
produto vetorial com um sinal positivo; caso contrário é nega- | 
tivo. Se você está familiarizado com determinantes, pode veri- | 
ficar fácilmente que a representação 
i 
ER 
B, 


AxB= 


sa 
A, A 
B, B, 


o 


é equivalente à Eq. (72) e mais fácil de se lembrar. 


EXEMPLOS. VÁRIAS OPERAÇÕES VETORIAIS ELE- | 
MENTARES. Consideremos o vetor 


A=R+5+2% 
(a) Calcule o comprimento de A. Formamos 4º: | 
A=AASSAPA+AR=14, 
de modo que A = /T4 é o comprimento de A. 
(b) Qual é o comprimento da projeção de À no plano xy? 
O vetor que é a projeção de A no plano xy é (3% + 5); o quadrado — 
do comprimento dêste vetor é 3º + 1º = 10. 
(e) Construa um vetor no plano xy perpendicular a A. Que- 
remos um vetor da forma 
B=-BX+Bj 
com a propriedade A-B = 0 ou 
(+59 + 23) (BA + B9) = 0. 
Formando o produto escalar encontramos 
3B, + B, =0, 


>> 


“a 


O comprimento do vetor B não é determinado pela especificação 
do problema. 
(d) Construa o vetor unitário B. Devemos ter Bi + É? = 


ou BI +3)=1 = 1082 
Então B= Td = (po 


(e) Calcule o produto escalar de A pelo vetor C = 2X. Vê-se, 
diretamente, que isto é (2) (3) = 6. 

(f) Ache a forma de A e C, num sistema de referência obtido 
do antigo por uma rotação de 7/2, no sentido dos ponteiros do 


relógio, para quem olha ao longo do eixo Os novos vetores O sistema de referência, com indices x, 
unitários X, y’, Z são ligados aos antigos x, y. Z por gerado do sistema sem índices, x, y, z, por uma 
É ; 7 rotação de + 1/2 em tôrmo do eito z. 
K: y= z 
Onde É apareceu, temos agora - ĵ'; onde $ apareceu, temos agora 
x, de modo que 


A 


c 
(9) Calcule o produto escalar A-C, no sistema de coorde- 
nadas com índices. Do resultado de (f), obtemos (-34-2) = 6, 
exatamente como no sistema original. 

(h) Calcule o produto vetorial A x C. No sistema sem índices 
isto vale 


x 
3 
2 


Formando os produtos escalares, você pode confirmar que Este 
vetor é perpendicular a À e a C. 
(i) Forme o vetor A — C. Temos 


A-C=3B- +j +2=i+j+ ő 


O produto vetorial tem uma utilidade especial na descrição 
da velocidade angular e aceleração angular de um corpo em 
rotação. Vimos que rotações finitas não são vetores porque duas 
de tais rotações não obedecem à lei vetoriai da adição. Mas a 
velocidade angular é definida como o limite de um ângulo infi- 
nitesimal de rotação, dividido pelo intervalo de tempo infinite- 
simal no qual a rotação ocorre. A ordem na qual duas rotações 
infinitesimais são realizadas não afeta a posição final de um 
objeto, exceto por têrmos que são tão pequenos como o quadrado 
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da amplitude das rotações infinitesimais, e estas se anulam no 
limite apropriado. Provaremos êste resultado e discutiremos os 
elementos da física dos corpos girantes num capítulo posterior. 

Algumas vêzes falamos de uma função escalar de posição, 
“como a temperatura Tx, y, 2) no ponto (x, y, 2), como um “campo 
escalar”. Anâlogamente, um vetor cujo valor é função da posi- 
ção, tal como a velocidade v(x, y, z) de uma partícula no ponto 
(x, y» 2) é referido como um “campo vetorial”. O conteúdo da 
análise vetorial é, em grande parte, o estudo de campos escalares 
e vetoriais e as operações diferenciais sôbre vetores, assuntos 
que serão discutidos detalhadamente no Vol. TT. 


IDENTIDADES VETORIAIS ÚTEIS 


A-B = A,B, + A,B, + A,B, (4 
AxB=HAB,-AB)+YAB, AB) | 
+ HAB, AB): (15) 


(AxB)xC=(A-CB-(B-CA; (76) 
Ax(BxC)=(A-C)B-(A-BK; m 
(A x B)-(C x D) = (A - C)B- D) - (A - D)(B- C); (78) 


(A x B) x (C x D) = [A-(B x D)]JC 
-[A-(B x C)]D; (79) 
A x [B x (C x D)] = (A x C)B- D)-(A x D)B-C)- (80) 


LEITURA ADICIONAL 


PSSC, cap. 6 

GE Hay, Vector and tensor analysis (Dover, New York, 1953} 

DE Rutherford, Vector methods (Oliver and Boyd, Edinburgh; or Interscience, 
New York; 1949) 

CE Weatherbum, Elementary and advanced vector analysis, 2 vols. (G. Bell, Lon- 
don, 1928). 


LISTA DE FILMES 


“Cinemática Vetorial" (16 min) F. Friedman (PSSC-MLA 0109) Um computador 
traça num oscilógrafo de raios catódicos os vetores velocidade e aceleração 
correspondentes a vários tipos de deslocamentos de um ponto: circular, har- 
mônico simples e queda livre. 

“Elétrons num Campo Magnético Uniforme” D. Montgomery (PSSC-MLA 0412). 
Mostra o comportamento de um feixe de elétrons num tubo Leybold para c/m. 
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PROBLEMAS 


Nestes problemas use métodos vetoriais sempre que possível 
1. Componentes de um vetor. Numa flia de papel, marque dois pontos, de- 
nominados 0. P. Desenhe uma linha de O a P, colocando uma seta na extremidade. 

a) Calcule as componentes x e y, em centimetros. 

b) Paralelamente a stes, desenhe outro par de eixos passando por O: quais 
são as novas componentes x e y? 

€} Gire o segundo sistema de eixos de 30", no sentido contrário ao dos pontei- 
ros do relógio, e ache as componentes x e y". 

2. Adição de vetores. Desenhe o resultado das seguintes adições de vetores: 

a) Adicione um vetor de 2 em para o oeste a outro 3 cm para o nordeste. 

b) Adicione um vetor de 8 em para o oeste a outro 12 cm para o nordeste. 

©) Compare o resultado das partes (a) e (b) e formule um teorema sôbre a adição 
de um par de vetores que são múltiplos de outro par. 

3. Multiplicação por um escalar. Seja A = 20 cm a 70º a lose do norte e 
B = 3,5 em a 130° a leste do norte. Usando um transferidor, ou um papel de grá- 
fico em coordenadas polares: 

4) Desenhe os vetores descritos e dois outros 25 vêzes maiores. 

b) Multiplique A por 2 € B por + 3 e ache a soma vetorial. 

Resp. 9A em a 150- 
© Marque um ponto 10 cm ao norte da origem Ache múltiplos de A e B cuja 
soma vetorial é o vetor que vai da origem a êste ponto. 

4, Vetores unitários. a) Desenhe um vetor de comprimento unitário, multi- 
plique-o por 4 e desenhe o vetor correspondente. 

b) Desenhe um segundo vetor, em ângulo reto com o primeiro de comprimen- 
to 4 Multiplique-o por-3 e adicione-o ao vetor construido na parte (o) 

€) Usando eixos coordenados orientados a0 longo dos vetores unitários, 
calcule as componentes x e y do vetor soma. 

d) Um vetor arbitrário pode ser expresso como a soma vetorial de certos 
múltiplos de dois vetores quaisquer. Qual é a utilidade particular de vetores uni- 
tários ortogonais (perpendiculares)? Obsercação auxilia considere o produto 
escalar de dois vetores. 

5. Produto escalar e vetorial de dois vetores. Dados dois vetoresa = 38 + 49 -Sê 
© b= -8 + 29 + 68, calcule por métodos vetoriais: 


a) O comprimento de cada um. Repam JE 
b) O produto escalar a-b Resp. -25 
e) O imgulo que é formado Resp 1235. 


8) Os co-senos diretores de cada um. 
6) O vetor soma e diferença a+b e a-b 
Reparb=2+6 42 
N O produto vetorial a x b. Resp M-13 +E 
6. Álgebra vetorial Dados dois vetores tais quea + b = 118 — f + Stea-b = 
= SB + 119 + 9i: 
a) Calcule a € b. 
b) Calcule o ângulo entre a e (a + b) usando métodos vetoriais. 
7. Composição de velocidades. O piloto de um avião deseja atingir um ponto 
a 200 km a leste da sua posição atual. Um vento de 30 km/hora sopra do noroeste. 
Calcule o vetor velocidade do avião, em relação á massa de ar que se move, se 
o seu horário exige que chegue ao seu destino em 40 minutos. 
Resp. v = 2798 + 219 km/hora; $ = leste; 9 = norte. 


& inversão dos eixos coordenados. É possivel transformar um sistema unitário 
de coordenadas, orientado à direita. num orientado à esquerda, multiplicando 
todos os 3 vetores por um escalar? Qual é èste escalar? 
9. Operações vetoriais: vetor de posição relativa. Duas particulas são emitidas 
de uma fome comum e, mum instante dado, têm vetores de posição 
PETERT nm Dio 1074 Sê 


a) Desenhe as posições das particulas e escreva a expressão para o vetor de 
posição r da partícula 2 em relação à partícula 1. 

b) Use o produto escalar para obter o módulo de cada vetor. 

Resp. r, = 9A: ra = 113; r = 79. 

©) Calcule os ângulos entre todos os pares possíveis dos três vetores, 

d) Calcule a projeção de r sôbre ri Resp 12 

€} Calcule o produto vetorial r, x r3- Resp. -658-49 + 348. 

10. Distância minima entre duas particulas. Duas particulas 1 e 2 se movem 
ao longo dos cixos x e y com velocidades respectivas v, = 2% cm/seg e v; = 37 
cm/seg No instante £= O elas estão nas posições. 


m=-Jem nO 100 m=-3em 
a) Calcule o vetor r, — r, que representa a posição de 2 relativa a 1, como 
uma função do tempo. Respor=(3-2)8 + Be- 3) f em. 
b) Quando e onde a distância entre as duas particulas é minima? 
Resp = 1,15 seg 


11. Diagonais internas de um cubo. Qual é o ângulo entre duas diagonais in- 
ternas de um cubo, que se intersectam? (Uma diagonal interna liga dois vértices 
e passa pelo interior do cubo. Uma diagonal superficial liga dois vértices permane- 
cendo na mesma face do cubo). 

12 Condição para que a seja perpendicular a b. Mostre que a é perpendicular 
absja+bl=ja 

13. Área de um tetraedro. Considere um tetraedro cujos vértices O, 4, B € C 
se encontram, respectivamente, na origem e sôbre os eixos x, y, z. (O vetor de 
posição de A é a = a É etc} Descubra uma cxpressão para sua superficie total 
que é uma soma adequada das áreas das 4 faces triangulares. 

14. Volume de um paralelepípedo. Um paralelepipedo tem arestas descritas pe- 
los vetores £ + 29; 49 e + 3È Calcule o volume. Resp. 12. 

15. Equilíbrio de forças. As wês fòrças F; , F; e F; atuam, simultâneamente, 
num ponto material. A fòrça resultante F, é simplesmente a soma vetorial das 
fórças. O ponto se diz em equilibrio se F, = 0. 

a) Mostre que se Fa = 0, os vetores representando as três fòrças formam 


“como acima, é possível que um dos vetores esteja föra do plano 
determinado pelos outros dois? 

© Uma particula sujeita a uma förça vertical de cima para baixo de 10 newtons 
e suspensa por uma corda que sofre uma tensão de 15 newtons e que forma um 
ângulo de 0,1 radianos com a vertical não pode estar em equilibrio. Qual é a ter- 
ceira fòrça necessária para produzir equilibrio? A resposta obtida è única? 

16. Trabalho feto por fòrças. As fòrças constantes F, = % + 29 + 3 (dinas) 
é F; = 48 -S9 - 28 (dinas) atuam juntas sôbre uma particula, durante o desloca- 
mento do ponto A (29, 15,0) (cm) ao ponto B (0,0,7) (em). 

a) Qual é o trabalho realizado (em ergs) sôbre a partícula? O trabalho reali- 
zado (Cap. 5) é dado por E-r, onde F é a força resultante (aqui F = F, + Fo) 
er è o deslocamento. Resp. -48 ergs. 
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bi Suponha que as mesmas fòrças estejam atuando, mas que o movimento 
seja de B para A. Qual é o trabalho realizado sôbre a particula nesta situação? 

Momento de uma fòrça em tômo de um ponto. O momento de uma fòrça. ou 
momento de torção N, em têrmo de um determinado pouto é dado por r x F. 
ande r É o vetor do ponto dado ao ponto de aplicação de fòrça F- Considere a 
força F = 38 + 9 + Sê (dinas), atuando no ponto Tê + 39 + 2 (cm) Lembre-se 
que F xr = e x F. 

8) Qual é o momento, em dina-cm, em tôrno da origem. (Dé o resultado para 
N como uma combinação linear de £ 9e 8L Resp. 148-389 + 162 

d) Qual é o momento em tôrmo do ponto (0,100 

Resp. 368-389- 142. 

18, Produto vetorial como um determinante. Note que a expressão para uma 
expansão de A x B, em tërmos de componentes, envolve tërmos da forma 4,8,- 
BA, Esta è exatamente a expansão do determinante de segunda ordem 


A A 
28, 


a) Mostre que, se os vetores unitários são manipulados como nùmeros 


19. Deslocamentos ao acaso. Uma particula descreve no espaço uma trajetória 
que é formada por N passos iguais, cada um de comprimento £ A direção no es- 
paço de cada passo é inteiramente ao acaso, sem relação ou correlação alguma 
com os outros passos. O deslocamento total é 


Mostre que o deslocamento quadrático médio entre a posição inicial e final é 
(52)= Nè onde) significa valor médio. [OBrerração auxiliar: À hipótese de 
que a direção de cada passo è independente dos demais significa que s, -s,)= O 
para todos os í e J, exceto E=] 


TÓPICO AVANÇADO 1. VETORES E COORDENADAS POLARES 
ESFÉRICAS 


A posição de uma partícula é expressa em coordenadas polares esféricas, 
f 0 p, Aqui, r é o módulo do vetor r da origem à particula; 8 é o ângulo entre 
T'e o eixo polar z: eo é o ângulo entre o eixo x e a projeção de r no plano equa- 
torial ou plano xy. Tomamos O < 0 < z. A projeção de r, no plano xy, ède valor 
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Vista de uma pequena parte de uma rêde cris- 
talina, com vetores de translação fundamentais 
a, b, © No caso particular que mostramos, a, b 
e e são ortogonais; mas, para muitos cristais a, b 
e e não são ortogonais. 


r sen 8. Note que a posição em coordenadas Cartesianas é dada por 


x=r sen 0 cos sn fsg; z=roos0 (81) 


a) Seja uma particula situada em r = (r;, 04, 91) € uma segunda particula 


em r = (fa: O». 95) Expressando o produto escalar t “É, = cos 8; em têrmos 
de å 5, È mostre que 


cos Biz = sem O, sen O, cos (pi 02) + cos P, cos 0s (82) 
onde usamos a identidade trigonométrica 
cos (p, -693) = cos P, cos p; + sem p, sen qa e3 

Este é um bom exemplo do poder dos métodos vetoriais. [Tente obter o resultado 
(82) de outra maneira} 

b) Anilogamente, formando o produto vetorial f, x Fa obtenha uma relação 
para sen 8, 

Coordenadas polares cilindricas p. y. são um conjunto ortogonal de coor- 
denadas definido por x = p cos; y = p sen gi = = z Quando usadas em duas 
dimensões, as coordenadas se reduzem a p e o apenas. 


TÓPICO AVANÇADO 2 RÉDES CRISTALINAS E A REDE RECÍPROCA 


Dentro de um certo dominio admitimos que o espaço é Euclidiano. Esta hi- 
pótese significa que se tódas as coisas envolvidas numa experiência ou numa 
observação, sofrerem o mesmo deslocamento vetorial (representado por t), nada 
muda no resultado da experiência ou observação, Dizemos, então, que as leis da 
fisica são invariantes (inalteradas) por uma transladação de t. Em principio, deve- 
mos mover tudo que tenha conexão com a experiência — não daria certo mover 
um pêndulo, do nível do mar ao tôpo do Monte Everest: sabemos que um tal 
movimento-do pêndulo, em relação ao ambiente, mudaria sua freqüëncia, por 
causa do valor diferente de g, a aceleração devida à gravidade. 

Um cristal É um arranjo regular de átomos no espaço. Se mantivermos o cristal 
“fixo”, e nos movermos dentro do cristal, veremos um ambiente que varia consi- 
derivelmente de ponto a ponto. O mundo, como é visto por um elétron que se 
move dentro de um cristal que é mantido fixo, não tem a invariânciatranslacional 
completa do espaço exterior ao cristal. Mas, as vizinhanças, dentro do cristal, 
em tôrno de um ponto r', serão as mesmas que aquelas em tórno de um ponto r. 
se os dois pontos forem separados por uma distância padrão da estrutura cristalina 

“Definimos um cristal ideal como um corpo composto de átomos distribuídos 
numa rêde, de maneira tal que existem três vetores fundamentais de translação 
ae. com a propriedade de que o arranjo atômico é exatamente o mesmo quando 
observado de qualquer ponto r e de outro 


r=renasnbineo (84) 


onde ny, ny. n São inteiros arbitrários. Note que a, b, e não são vetores de com- 
primento unitário; éles são usualmente da ordem das dimensões atômicas, ou um 
pouco maiores. Um conjunto de vetores fundamentais de translação é dito primi- 
tiro, se quaisquer dois pontos r, r, em tôrmo dos quais o arranjo atômico é o mes- 
mo, puderem ser relacionados por uma relação da forma (84), com uma escolha 
adequada dos inteiros m, ma, ns- 


Então, o mundo no interior de um cristal fixo não é invariante por qualquer 
translação, mas, apenas para translações da forma 


mat mb + me es 


onde m, na ny são inteiros. As eis Ña mecânica de um elétron móvel no interior 
de um cristal fixa podem ser muito diferentes das leis simples que valem no espaço 
vazio. Uma discussão que lhe será inteiramente acessível, depois que estudar o 
Vol. IV sôbre fisica quântica é dada por C. Kittel, Elementary solid state physics, 
cap. 6 (Wiley, New York, 1962} 

Na maioria dos casos, os vetores de translação primitivos, a, b, c, não são 
ortogonais. O tratamento matemático de problemas de cristais, e particularmente 
da difração de raios X e elétrons por rêdes cristalinas, é muito simplificado com 
a ajuda da transformação reciproca da rêde, introduzida por J.W. Gibbs. Os 
vetores de base a*, b*, c*, da rêde recíproca são definidos em térmos dos vetores 
de base primitivos, a, b, c, da rêde pelas equações. 


kan quad a Aa 
treg Terg “obra 


Esta definição inclui um fator 2x, que é útil, mas que não está presente na defini- 
ção cristalográfica usual dada em textos elementares. 

Nota: As unidades para os vetores da ride recíproca não são unidades de 
distância. Se a, b, c são medidos em centimetros (cm) então a*.b*, c* são medidos 
em inverso de centimetro (cm~ 

a) Mostre que a? a = 2r e que a* -b = O. 

b) Uma rêde cristalina bidimensional tem. em unidades apropriadas, 
i b=5 
onde £ e 9 são eixos Cartesianos ortogonais. Desenhe parte da rêde. Calcule 
e bº e desenhe parte da rêde reciproca. Sugestão: faça c = È. se istò o fizer sentir- 


se melhor acêrca das definições apropriadas em duas dimensões. 
e) Outra rêde bidimensional tem 


3 


asi 


toog ani. 
3 4 3 


Desenhe parte da rêde; calcule os vetores da rêde reciproca e desenhe esta rêde. 
d) Por meio de uma manipulação vetorial um pouco trabalhosa mostre que 


pa 


onde Vo volume, a(b x c), de uma célula primitiva na rêde direta e Ve ê o vo- 
lume a*-(b* x €*) de uma célula primitiva da rêde reciproca. 


NOTA MATEMÁTICA 1. IGUALDADE DE VETORES NUM ESPAÇO 
ESFÉRICO 


Nosso conceito de igualdade de dois vetores depende da hipótese de que o 
espaço é Euclidiano. Num espaço curvo não podemos comparar dois vetores em 
pontos diferentes de forma inequivoca. Considere o espaço bidimensional curvo, 
formado pela superficie de uma esfera tridimensional. Definimos linhas retas, neste 


Réde cristalina direta para a = 28 e b = f. 


Rêde reciproca, com a* = z eb* = 2n9. A escala 
não é a mesma que na figura precedente. 


Uma maneira de comparar as direções de B e A 
é mover-se (a partir de Os) a0 longo do equador, 
olhando sempre para Oc, até que B atinja O, 


Aqui, B sobe, ao longo do seu meridiano, até 
que sua extremidade atinja Oc— então desliza 
de lado até o equador. 


espaço, como circulos máximos sôbre a esfera, uma vez que elas são os caminhos. 
mais curtos entre dois pontos. - 

Se neste espaço, desejamos comparar dois vetores A e B, movemos B, sem 
mudar sua direção, atè que seu ponto inicial coincida com o ponto inicial de A. 
Mas, como definimos “sem mudar de direção”? Seguindo a construção usada no 
espaço plano, desenhamos a linha reta entre O, e Op Movemos, então, B na di- 
reção de A. de modo que o ângulo de B coma inha reta 0,0 p permaneça inalterado. 

Podemos testar nosso procedimento, movendo B para Oc, para compará-lo 
com Ce então mover B. 30 longo da linha 00, para compará-lo de novo com A. 
Mas estas duas maneiras diferentes de comparar B com A dão respostas diferentes. 
Suponhamos, para considerar uma configuração particular, que A e B são per- 
pendiculares à linha 0,0, € portanto paralelos entre si. Seja C escolhido de modo 
a ser paralelo a B, no sentido que C e B fazem ângulos desiguais com a linha 0c0, 
Mas, é evidente da figura, que C não é paralelo a A, porque èles não formam ângu- 
los iguais com a linha que une O, e O, Temos então uma contradição: B é para- 
Jelo a A. e C é paralelo a B, mas C não é paralelo a À, tomando o caminho mais 
curto em cada comparação, Se levarmos primeiro B a C e então a A, descobrimos. 
agora que B não é paralelo a A- 

Como um exercício, suponha agora que, na segunda medida, se perceba que 
B é perpendicular a A. Qual é o comprimento dos lados do triângulo esférico, 
expresso em têrmos da circunferência da esfera? 


NOTA MATEMÁTICA 2 NOTAÇÃO VETORIAL CARTESIANA 
GENERALIZADA 


A manipulação e avaliação de expressões vetoriais em têrmos do sistema 
Cartesiano usual é facilitado por uma pequena mudança de notação. A nova no- 
tação permite a expressão explicita das componentes Cartesianas dos produtos. 
vetoriais de uma forma mais concisa do que aquela desenvolvida antes. 

Representamos os vetores de base Cartesianos por ê, ës, ëy, respectivamente, 
e definimos o símbolo “deita de Kronecker” áy por 


lu t= 
se baiss G 


onde j variam de 1 a 3. A expressão de um vetor A, em têrmos de suas compo- 
mentes Cartesianas, torna-se então 


Am Ad + AM += E AA em 


A letra grega maiúscula E significa uma instrução para somar a quantidade que 
segue E, sôbre o intervalo de valôres dos indices indicados acima e abaixo de E. 
Adotaremos a convenção de que a soma deve ser fita sôbre qualquer indice grego 
repetido, isto é 

Ane TARA. w 


Então, por exemplo, temos o produto escalar 


algu) (Èa 


= E AB AB, o 


“usando a relação 
em 


Também 
MB 8486, em 

Note agora que 

tuto xeyal xeste l)e oa 

OOETETEPENTENEEE es 

EE xen= ima, es 


onde os pontos em (95) se referem aos outros produtos ë, (8, x & tendo ao 
menos dois dos indices iguais. As expressões (93) a (95) podem ser resumidas 
convenientemente introduzindo um nôvo símbolo, o tensor de Ieri-Crita ps 
definido por 


=1 se os indices estão na ordem anticiclica; o9 


ae oi 
Torna a 


onde os indices à j. k vão de 1 a 3. Aqui é o ipsilon grego. Ordem ciclica se refere. 
aos ordenamentos 123, 312, 231; ordem anticielica se refere aos ordenamentos 
132, 321, 213, As equações (93) e (94) tomam a forma 


txisa (Whk=1,23 on 
A expressão em componentes Cariesianas do produto vetorial se torna 
AxB- É an BAB, = cult, 


Como um exercicio, use (98) para calcular (A x BJ. 


es 


NOTA HISTÓRICA. J.W. GIBBS 


Uma história da origem da análise vetorial é dada no Cap. 7 de Josiah Willard 
bs a história de uma grande mente. por Lynde Pheips Wheeler (Yale University 
Press, New Haven, Conn., brochura, 1962) Gibbs talvez tenba levado muito longe 
uma preocupação com notação, como quando escreveu “É realmente esta besi 
tação em relação aos méritos de diferentes notações que impediu-me de publicar 
qualquer coisa sôbre o assunto antes, e que me impede agora de qualquer forma 
de publicação definitiva... Eu estava paralisado por uma certa sensação de pri- 
mitivismo no meu uso de simbolos” À notação do ponto e da cruz para os pro- 
dutos escalares e vetoriais é devida a Gibbs. O desenvolvimento da análise vetorial 
ilustra uma atitude caracteristica de Gibbs: “Se eu tive qualquer sucesso em física 
matemática, É porque, penso eu, consegui evadir dificuldades matemáticas” 

Exposições claras e elegantes por Gibbs sôbre análise vetorial foram publi- 
cadas por Gibbs em J.W. Gibbs, Análise tetoral, editada por ER. Wilson (Yale 
University Press, New Haven, 1901) 


Invariância Galeana 


Mas, aceleração relativa a qual referencial? 


Por exemplo, o referencial S(x, y’, z) gira em 
relação ao referencial S(x, y, 2) A aceleração de 
M, em cada um dêstes referenciais, é diferente... 


ou, por exemplo, o referencial 5º tem aceleração 
ao em relação ao referencial S. A aceleração de 
M em cada um dêstes sistemas é diferente. 


viscosidades, elas se moverão para fora no tubo de ensaio com 
diferentes velocidades. A ultracentrifuga nos fornece então um 
excelente método de separar diferentes tipos de moléculas. O 
método funciona melhor para grandes moléculas, que tendem 
a ser justamente as moléculas de maior interêsse biológico, de 
modo que a questão de se ter uma molécula parada num sistema 
acelerado, ou num sistema não acelerado de referência, é muito 
importante para a pesquisa biológica e médica. 


SISTEMAS DE REFERÊNCIA INERCIAIS. A lei funda- 
mental da mecânica clássica é a segunda lei do movimento de 
Newton: 


Föra = É (momento); F gm (1 


onde F é a fòrça e p = Mv é o momento. Esta lei é válida para 
um observador estacionado num sistema de referência não ace- 
lerado. Um tal sistema é chamado de sistema de referência inercial. 
Para um corpo de massa constante M temos 


dy Er 
F-M9=Mp=™ (9) 


onde a é a aceleração. Algumas vêzes, à massa não é constante; 
ela não é constante para um satélite que ejecta combustível ou 
para qualquer corpo na região das velocidades relativisticas 
(próximas da velocidade da luz). As equações (1) e (2) podem ser 
encaradas como definindo de uma mancira consistente a “ver- 
dadeira força” F que atua sôbre um sistema. 

Um laboratório fixo à superficie da terra é um bom sistema de 
referência inercial? Se não o é, como corrigimos a equação F = Ma 
para levar em conta a aceleração do laborate 

Para muitos fins, a terra é uma boa aproximação de um sis- 
tema inercial. Uma das acelerações de um laboratório fixo à 
terra resulta da rotação diária da terra em tôrno do seu eixo. 
Esta rotação corresponde a uma pequena aceleração do labora- 
tório, não inteiramente negligivel para todos os fins. Um ponto 
em repouso na superficie da terra no equador deve sentir uma 
aceleração centrípeta dada por 


a ia =0PRy, (3 


em relação ao centro da terra. Aqui, o = 2af é a velocidade an- 
gular da terra e Rg é 0 raio da terra. A terra gira 2x radianos em 


1 dia, (Existem aproximadamente 8,6 x 10% segundos num dia). 
A velocidade angular da terra é portanto 


osgan x 1074 seg! a 


Com Rs = 64 x 10º cm, a aceleração é 
ax (0.73 x 107*}46,4 x 10°) = 34 cm/seg? 9 


Esta é uma grande parte da diferença pela qual a aceleração da 
gravidade no Pólo Norte (g = 980 cm/seg?) excede à do equador. 
O restante da variação da gravidade na superficie da terra é 
devida à forma elipsoidal da terra, em sua grande parte. A va- 
riação total entre o Pólo Norte (ou Pólo Sul) e o Equador é 
aproximadamente 5,2 cm/seg?. Antes da existência dos satélites 
artificiais, a melhor maneira de determinar o achatamento da 
terra nos pólos era medir a variação da gravidade em diferentes 
pontos da terra. 


VALORES DE g DIVERSAS LATITUDES 


Latitude 8. (emiseg?) 
Es 983245 
WN 98253 
sen 98277 
wN 98193 
Paris arn 98094 
New York sN s8n27 
São Francisco IEN 97996 
Honolulu aN 97895 
Monrovia, Libéria EN 978.16 
Batávia, Java ss sms 
Melbourne, Austrália ss 97939 


Mais tarde, neste capitulo, construiremos uma forma mais 
complicada da segunda lei de Newton, que é aplicável num sis- 
tema de coordenadas com eixos fixos na superficie da terra. Mas 
para obter uma lei válida na forma simples (1) ou (2) devemos 
referir a aceleração a um sistema de referência que não é acelerado. 
Um tal sistema de referência é chamado de inercial ou Galileano. 
Num sistema de referência acelerado (não inercial) F não é igual 
a Ma, se a fôr a aceleração observada do sistema não inercial. 

É uma convenção estabelecida falar das estrelas fixas como 
um sistema de referência não acelerado padrão. Esta linguagem 
contém um pouco de metafísica, uma vez que a declaração de 


57 


Existem referenciais inerciais nos quais podemos 
calcular a na equação F = ma? 


H 
HI 


pressupõe que temos algum método independente de saber que 
não existem fôrças sôbre êle. Mas não sabemos isto, na realidade, 
porque nossa critério para a ausência de fòrças é a ausência de 
aceleração, o que exige um sistema de referência em relação ao 
qual ela seja medida, e assim por diante, formando um circulo 
vicioso. 

A situação não é desesperada, pois sabemos que as fórças 
entre dois corpos devem diminuir rápidamente à medida que a 
distância entre êles aumenta. Se as fòrças não caíssem rápidamente, 
jamais poderíamos isolar as interações de dois corpos das inte- 
rações dos demais corpos do universo. Tòdas as fôrças conhecidas 
entre particulas decaem com a distância, ao menos tão rápida- 
mente como a lei do inverso do quadrado da distância. Nós, e 
qualquer outro corpo sôbre a terra, somos atraídos principal- 
mente para o centro da terra e não na direção de qualquer outra 
parte do universo. Se não fôssemos suportados pelo assoalho, 
acelerariamos na direção do centro com 980 cm/seg”. Somos 
menos atraídos pelo sol; da equação (7) aceleramos na direção 
dêle com 0.6 cm/seg”. Numa descrição razoável da aceleração, 
um corpo muito afastado de todos os outros corpos não deve 
sofrer ação de fôrça alguma e não deve ter, portanto, aceleração. 
Uma estrêla típica está ao menos a 10º cm da sua vizinha mais 
próxima* e se espera, pois, que tenha apenas uma pequena ace- 
leração. Somos então levados a esperar que as estrélas fixas 
possam definir um sistema de coordenadas não acelerado con- 
veniente, com uma boa aproximação. 

Uma boa discussão do estabelecimento de um sistema de 
referência não acelerado é dada por P. W. Bridgman, Am. J. Phys. 
29, 32 (1961). Alguns trechos se seguem: “Um sistema de três 
eixos rígidos ortogonais fixa um sistema Galileano, se três par- 
tículas com massa, sôbre as quais não atuam fòrças, continuam 
a se mover, ao longo dos eixos, com velocidades uniformes, se 
forem projetadas ao longo déles com velocidades arbitrárias. 
Nossos laboratórios terrestres não constituem um tal sistema, 
mas podemos construí-lo em nossos laboratórios, medindo como 
as três massas projetadas arbitrariamente se desviam da exi- 
gência acima... e incorporando êstes desvios, como uma cor- 
reção negativa nas nossas especificações do sistema Galileano. 
Não é necessário uma referência às estrêlas, mas o comporta- 
mento de corpos podem ser adequadamente descrito em têrmos. 
de coisas imediatamente observáveis, tais como a rotação do 
plano de um pêndulo de Foucault em relação à terra ou o desvio 
da perpendicular de um corpo em queda livre. Mesmo se o lan- 
cador de satélites, que está tentando colocar um satélite em 


* Estrélas duplas (binárias) constituem um outro problema- 


Experimentalmente, a fòrça que um objeto exerce 
sôbre outro sempre decresce rápidamente à me- 
dida que os objetos são separados por distâncias 


se o objeto 1 está suficientemente afastado de 
todos os outros, êle não será sujeito a nenhuma 


Um referencial inercial é um no qual a acele- 
ração de um objeto como 1 é zero. 


órbita, considera conveniente fazer algumas de suas especifica- 
ções em têrmos de observações da estrêla do Norte, é óbvio 
que seus aparelhos podem, eventualmente, ser descritos em 
têrmos terrestres... Num sistema Galileano, um corpo girante 
depois que é posto em rotação e as fòrças desligadas, conserva a 
onentação do seu plano de rotação e consequentemente, pre- 
serva a direção do seu eixo de rotação” 


ACELERAÇÃO ABSOLUTA E RELATIVA. Um sistema de 
referência inercial pode ser encontrado, no qual F iguala Ma 
Em particular, existem referenciais inerciais nos com grande precisão. Isto é bem verificado pela experiência. 
quais o objeto 1 está e permanece em repouso. Concluímos que, num sistema de referência inercial, as fòrças 
que são postuladas para explicar o movimento de galáxias, es- 
trêlas, átomos, elétrons, etc. têm a propriedade comum de que 
a fôrça no corpo decresce muito à medida que êle fôr removido 
para mais e mais longe dos seus vizinhos. Veremos que, se esco- 
Thermos um sistema de referência não inercial, teremos a impressão 
de que existem fôrças que não têm a propriedade de serem as- 
sociadas com a proximidade de outros corpos. 

A existência de um sistema de referência inercial sugere uma 
questão dificil e não respondida: Que efeito exerce tôda a matéria 
do universo sóbre uma experiência feita num laboratório ter- 
restre? Suponha, por exemplo, que tôda a matéria do universo 
exceto aquela nas vizinhanças da nossa terra recebessem uma 
grande aceleração a. Uma particula na terra, originalmente 
sujeita a uma fôrça total nula, tem aceleração zero em relação 
às estrêlas fixas. Quando estas estrêlas fossem aceleradas, esta 
particula - originalmente livre da ação de fòrças — ainda manteria 


Se S(x, y, z) é um tal referencial inercial, então aceleração zero em relação às estrêlas, ou sofreria o seu movimento 
Si, y, 2), que gira em tôrno do eixo z de S, uma mudança em relação às suas vizinhanças imediatas? Existe 
não pode ser inercial. Pois... alguma diferença entre acelerar uma partícula com + a, ou 


as estrêlas fixas com — a? Se apenas a aceleração relativa fôr signi- 
ficante. a resposta à última questão é não; se a aceleração absoluta 
tiver algum sentido, a resposta é sim. Esta é uma questão funda- 
mental não respondida, mas que não é suscetível a uma investi- 
gação experimental fácil. 

Newton exprimiu esta questão e sua própria resposta de uma 
maneira pitoresca. Considere um balde de água. Se girarmos o 
balde relativamente às estrêlas, a superfície da água assume uma 
forma parabólica; quanto a isso todos concordarão. Mas su- 
ponha que, em lugar de girar o balde, girássemos, de alguma 
maneira, as estrêlas em tôrno do balde de modo que o movimento 
relativo fôsse o mesmo. Newton acreditava que a superfície da 
água continuaria plana se girássemos as estrélas. Éste ponto de 
vista dá um significado à rotação absoluta e à aceleração absoluta. 
O que sabemos empiricamente, é que todo o fenômeno do balde 


no referencial 5, o objeto 1, apesar de muito 
afastado de todos os outros objetos, sofre acele- 
ração. (Ele parece girar). Por exemplo... 


do referencial S(x, y’, 7), fixo à terra, as cstrélas 
distantes, que são como o objeto 1, giram. Um 
referencial fixo à terra não é inercial porque a 
terra gira sôbre seu cixo e executa uma revo- 
lução em tôrno do sol. 


É um referencial fixo ao sol inercial? Mesmo o 
sol gira em tôrno da galáxia, mas esta aceleração 
parece ser suficientemente pequena para ser ne- 


e aparentemente podemos também negligenciar a 
aceleração de nossa galáxia em relação a outras. 


de água girante pode ser completamente descrito e relacionado 
com os resultados de medidas locais no laboratório, sem refe- 
rência nenhuma às estréias. 

O ponto de vista oposto, de que únicamente aceleração rela- 
tiva às estrêlas fixas tem qualquer significado, é uma conjectura 
comumente denominada de princípio de Mach. Apesar de que 
não existem nem confirmações nem objeções a êste ponto de 
vista, alguns fisicos incluindo Einstein consideraram-no atraente 
a priori. Outros não o julgaram atraente. Éste é um assunto de 
cosmologia especulativa. 

Se acreditamos que o movimento médio do resto do universo 
afeta o comportamento de qualquer partícula, um certo número 
de questões correlatas se apresenta, sem oferecer qualquer indi- 
cação quanto às respostas. Existem outras relações entre as 
propriedades de uma partícula e o estado do resto do universo? 
A carga do elétron, ou sua massa, ou a energia de interação 
entre núcleons* mudariam, se o número de particulas do uni- 
verso ou sua densidade fóssem alteradas de alguma forma? Até 
o presente, a resposta a esta profunda questão, a relação entre 
o universo distante e as propriedades das partículas individuais, 
permanece sem resposta. 


VELOCIDADE ABSOLUTA E RELATIVA. Existe qualquer 
significado físico para a velocidade absoluta? De acórdo com 
tôdas as experiências realizadas até o presente a resposta é não. 
Somos então levados a uma hipótese fundamental, a hipótese 
da invariância Galileana: 


“As leis básicas da física são idênticas em todos os sistemas de 
referência que se movem com velocidade uniforme (sem acele- 
ração) uns em relação aos outros. 


De acôrdo com esta hipótese, um observador, confinado no 
interior de uma caixa sem janelas, não pode dizer, por meio de 
qualquer experiência. se êle está parado ou em movimento unifor- 
me em relação às estrêlas fixas. Apenas olhando através da janela, 
de modo que possa comparar seu movimento ao das estréias, 
poderá o observador dizer se está em movimento uniforme 
em relação a clas. Mesmo assim, não poderia decidir se é êle 
ou as estrélas que estão em movimento. O princípio da inva- 


* Um núcicon é um próton ou um néutron; um antinúcicon é um antipróton. 
ou antinéutros. 


Um exemplo de fòrças “ficticias” que surgem em 
referenciais não inerciais: quando o balde está pa- 
rado em S, a superficie da água é plana Admite-se 
que S não tem aceleração em relação às estrêlas 
distantes. 


riância Galileana foi um dos primeiros a ser introduzido na 
fisica. Éle foi básico à visão de Newton do universo; sobreviveu 
a experiências sucessivas, e é um dos pilares da teoria da relati- 
vidade especial. É uma hipótese tão simples que deveria ser 
considerada sériamente, mesmo na ausência de evidência forte 
em seu favor. A hipótese da invariância Galileana é inteiramente 
compatível com a relatividade especial, como veremos no Cap. 11. 

Que uso podemos fazer desta hipótese? A hipótese de que a 
velocidade absoluta não tem significado em fisica restringe, em 
parte, a forma e conteúdo de tôdas as leis físicas, conhecidas e 
desconhecidas. Para dois observadores, movendo-se com velo- 
cidades diferentes, mas sem aceleração relativa, as leis da fisica 
deyem ser as mesmas, se a hipótese fôr verdadeira. Suponha que 
ambos observem um mesmo fenômeno, como a colisão de duas 
partículas. Por causa das velocidades diferentes dos observa- 
dores, o evento observado será descrito diferentemente por cada 
um déles. Das leis da fisica, podemos predizer quais serão as 
observações de um dêles, como as partículas interagem e, final- 
mente, como elas são vistas pelo segundo observador. 

As leis da fisica do segundo observador podem, portanto, 
ser obtidas daquelas do primeiro, por duas linhas diferentes de 
argumentação. Por hipótese, elas são as mesmas que as do pri- 
meiro. Por outro lado, podemos prever as leis do segundo obser- 
vador, a partir do que prevemos para as suas observações do 
fenômeno descrito pelas leis do primeiro observador. Os dois 
métodos resultam nas mesmas leis fisicas. Antes de prosseguir, 
enunciamos alguns resultados empíricos sôbre a maneira pela 
qual dois observadores, um se movendo com velocidade uniforme 
em relação ao outro, descrevem o mesmo evento físico. 


Quando o balde gira em S, a superficie da água 
assume uma forma parabólica. 


No referencial girante S', o balde está em repouso. 
Mas a superfície da água é ainda parabólica! 
Uma fòrça centrifuga “fictícia” atua sôbre a 
água no referencial não inercial S”. 


e ao longo dos eixos (xyz) de S. 


Suponha que S seja um referencial inercial e 
que S' se mova, com velocidade constante V, em 
relação a S: Então, S' deve ser também inercial. 


Marquemos comprimentos iguais, L ao longo dos 
eixos (xyz) de 8... 


Então, para um observador em S, os compri- 
mentos em S aparecem inalterados, mesmo que 
S esteja se movendo, de acórdo com a transfor- 
mação de Galileu. 


TRANSFORMAÇÃO GALILEANA. Se discutirmos, agora, 
como dois observadores medem um comprimento e um inter- 
valo de tempo dados, poderemos inferir como suas medidas de 
outras grandezas fisicas vão se comparar. Seja S um sistema de 
coordenadas Cartesiano inercial, e seja S um outro do mesmo 
tipo, que se move com velocidade V em relação ao primeiro. 
Os eixos x, y, 2 de S são tomados paralelos aos eixos x, y, z de S. 
Escolhemos V na direção de x. Desejamos comparar medidas 
de tempo e distância de um observador ligado ao sistema S’, 
com as de um observador em repouso no sistema S. O resultado 
da comparação, em última instância, pode ser decidido sômente 

Se nossos dois observadores construissem relógios idênticos, 
poderiam realizar o seguinte experimento: Suponhamos, pri- 
meiro, que o observador em S distribui seus relógios ao longo 
do eixo x e os acerta de modo que todos indiquem a mesma hora. 
Esta não é necessáriamente uma operação simples de realizar e 


adiaremos a análise de como isto pode ser feito exatamente, até 
que tenhamos discutido, no Cap. 11, a experiência análoga da 
teoria da relatividade especial. Se, contudo, fizermos a aproxi- 
mação de que a velocidade da luz é infinita, necessitamos, sõ- 
mente, olhar para todos os relógios para nos certificarmos que 
todos têm a mesma leitura inicial. 

Podemos, agora, comparar as leituras dos relógios S com os 
relógios 1, 2,3, S, à medida que S passa por cada um dêles. 
Se tal experiência fôr feita, com relógios macroscópicos reais, 
estaremos por razões práticas restritos a uma velocidade V para 
S da ordem de 10° cm/seg, que é a velocidade típica de um saté- 
lite. Neste regime, Vic < 1 e a experiência confirma que, se o 
relógio de S' fôr ajustado para concordar com o relógio 1, êle 
concordará com 2, 3, 4,... Nos limites da precisão com que as 
medidas podem ser feitas**, podemos afirmar, nestas condições, 
que 


t=t (9 


sto é, tempos lidos em S' são iguais a tempos lidos em S. Aqui £ 
se refere ao tempo de um evento em S e f a um evento em S. 

Êste resultado não é evidente por si mesmo, nem tão pouco é 
exatamente verdadeiro para tôdas as velocidades V, como vere- 
mos no Cap. 11. Podemos também determinar os tamanhos 
relativos de uma régua estacionária e de uma que se move. Que- 
remos saber o tamanho aparente, ao observador em S, de uma 
régua que está em repouso em S'. Uma maneira simples de fazer 
isto é utilizar os relógios de novo e registrar simultâneamente, 
as posições de ambas as extremidades da régua que se move, 
isto é, quando os relógios em S, na frente e atrás da régua, indicam 
o mesmo. Verificamos, experimentalmente ***, que 


L=L o 
desde que V < c 


* Este procedimento pode ser melhorado de maneira simples, fazendo uma 
correção pelo tempo necessário para que a imagem das imagens mais distantes 
atinja nossos olhos, de modo que um relógio, que está a 1 cm de distância, estará 
atrasado de 1/e seg, onde e = 300000 km/seg, é a velocidade da luz 
A teoria da relatividade prediz que, para uma velocidade de V = 10º cm/seg. 
£ dilere de t por apenas uma parte em 2 x 10º, ou menos que 1 seg em 50 anos. 
Apesar de que relógios com tal estabilidade podem agora ser construidos, não 
avi, atë o lançamento de satélites artificiais, maneira de conservar um relógio 
se movendo a 10° emiseg, por um tempo suficientemente longo para permitir uma 
medida. A igualdade f = t, para V< c 3 x 10° cm/seg é uma simples extrapo- 
Jação da experiència e não é baseada, até o presente, em medidas muito precisas. 
+4e Tal experiència não foi realizada com grande precisão e a crença na igual- 
dade L= E, para V 4 €, é baseada, principalmente, em experiências qualitativas, 
na simplicidade da hipótese e no fato de que esta hipótese não leva a nenhum 
paradoxo ou inconsistência. 


“ego 


Coloquemos relógios sincronizados Co, C, etc, 
em intervalos de comprimento L ao longo do 
eixo x, em repouso em S. 


Se colocarmos relógios similares Cy, C; , etc, em 
repouso em 5, então, a um observador em 5, 
êstes relógios parecem sincronizados entre si e 
com Co, C, , etc., de acôrdo com a transformação 
de Galileu. 


Podemos resumir (9) e (10) em térmos de uma transformação 
que relaciona as coordenadas x, y, 7 € O tempo r, como são 
medidas em S, às coordenadas x, y, z e t medidas em S. O sis- 
tema S se move com velocidade Vá, quando visto de S. Suponha 
que, parat = 0, = 0, e que neste instante, as origens O c O” 
coincidem. Se escolhermos escalas idênticas para distâncias, 
teremos as seguintes equações de transformação: 


x=x +W; =f i) 


Esta transformação é chamada uma transformação Galileana. 
Uma consegiência imediata de (11) é a lei da adição das 
velocidades: 


(12) 


ou, em forma vetorial 
v=v+Y a3 


onde v é a velocidade medida em S e v é a velocidade medida 
em S. A transformação inversa de (13) é simplesmente v = v - V. 

Se a definição (11) de uma transformação Galileana, entre 
S e S, fòr combinada com o postulado fundamental de que as 
leis da fisica são idênticas, quando observadas de S e S', pode- 
remos enunciar o seguinte: 


As leis básicas da fisica são inalteradas na sua forma em dois 
sistemas de referência ligados por uma transformação Ga- 
lileana. 


Êste enunciado é um pouco mais especializado que o enunciado 
anterior de que as leis da fisica eram idênticas em todos os sis- 
temas de referência que se moviam com velocidade uniforme 
uns em relação aos outros. O enunciado mais especializado 
envolve, por exemplo, a hipótese de que r = 1. Veremos, no 
Cap. 11, que esta hipótese terá que ser modificada. O princípio 
geral de invariância, segundo se acredita, é sempre válido, mas 
as equações de transformação exatas são as equações de trans- 
formação de Lorentz e não as equações (11). 

A atual hipótese de invariância dada por (11) significa que as 
leis da física devem ter exatamente a mesma aparência, quando 
escritas em variáveis com indice e sem índice, como em (16) e 
(18) abaixo. Esta exigência estabelece uma restrição definida sò- 
bre as formas possíveis das leis físicas. 


Da relação v = v + V, onde V é a velocidade relativa dos 
dois sistemas de referência, decorre que 


Av= Av; (14) 


uma variação de velocidade observada de S é igual à variação 
de velocidade observada de S. Ambos, S e S, são referenciais 
inerciais. Lembramos que admitimos que V não varia com o 
tempo. De At = Ar' decorre que as acelerações são iguais quando 
observadas de S e S’: 
Av Av 
Ar Ar 
Como se transforma a fórça F na passagem de S a S? A hi- 
pótese de que as leis fisicas são as mesmas no sistema com indices 
e no sistema sem índices significa que 


F=Ma, (16 


as 


F= Ma, an 
desde que a massa seja M independente da velocidade. Mas 


mostramos em (15) que a' 
F=Ma 


a, portanto 
F, (18) 


e assim as fôrças são iguais: F = F'. Concluimos que, se a relação 
F = Ma fôr usada para definir a fòrça, observadores em todos 
os sistemas inerciais de referência concordarão sôbre a inten- 
sidade e a direção da fòrça F, independentemente das velocidades 
relativas dos sistemas de referência. 


CONSERVAÇÃO DO MOMENTO. Entre as leis fisicas que 
são compativeis com a invariância Galileana, a conservação do 
momento e a conservação da massa e energia têm uma impor- 
tância especial. Estas leis já lhe são familiares dos seus estudos 
anteriores de fisica onde foram introduzidas sem referência 
alguma à invariância. A lei da conservação da energia estabe- 
lece que a energia total do universo é constante, independente 
do tempo. A lei da conservação da massa estabelece que a massa 
total do universo é constante, independente do tempo. Não 
descobriremos nada que não soubéssemos antes, ao considerar 
estas leis do ponto de vista da invariância. Mas, adquiriremos 
uma compreensão maior sôbre elas, que nos ajudará a genera- 
lizar a lei da conservação do momento a situações relativísticas, 
onde F = Ma não é mais uma lei exata da natureza. Nossa fina- 
lidade última será descobrir os equivalentes da conservação de 
massa, energia e momento no regime de velocidades relativisticas. 
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A lei da conservação do momento aplicada à colisão de dois 
corpos, 1 e 2, diz que a soma dos momentos depois da colisão 
é igual à soma dos momentos antes da colisão: 

Pı (antes) + pa (antes) = p; (depois) + pa (depois) = (19) 


onde o momento p é definido por 
p=My (20) 


Admitimos que a colisão tem lugar numa região do espaço onde 
não atuam fórças externas. A colisão pode ser ou elástica ou ine- 
lástica. Numa colisão elástica, tôda a energia cinética das par- 
tículas incidentes reaparece, após a colisão, como a energia 
cinética das mesmas partículas. Na colisão inelástica usual, 
parte da energia cinética das partículas incidentes aparece, após 
a colisão, como alguma forma de energia de excitação interna 
(tal como calor) de uma ou mais das partículas. É importante 
perceber que podemos aplicar conservação do momento mesmo 
a uma colisão inelástica. 

A lei da conservação da massa, aplicada à colisão de dois 
corpos, nos diz que a soma das massas, depois da colisão, é igual 
à soma das massas antes da colisão: 


(M, + Molames 


No Cap. 12, ambas, (20) e (21), serão generalizadas para veloci- 
dades relativísticas. 

Admitimos, no momento. que a massa de cada particula é 
conservada numa colisão. Damos, agora, duas deduções dife- 
rentes da lci da conservação do momento linear. A primeira 
dedução é baseada na hipótese de que as fórças são Newtonianas. 
A segunda é melhor e mais geral; ela é baseada nas hipóteses 
da invariância Galileana e conservação da energia. 


(M, + Maus eu 


Primeira dedução. A conservação do momento não é uma 
consegiiência necessária de F = Ma apenas. A presente dedução 
admite que as fôrças entre as particulas são de um tipo especial, 
chamado Newtoniano, isto é, satisfazem à terceira lei de Newton. 
Uma fórça Newtoniana é definida pela propriedade de que a 
fòrça F, , que uma particula (1) exerce sôbre outra (2) é a mesma 
fòrça Fz, exercida por 2 sôbre 1, com o sinal trocado: 


Fo =-Fa (22 
Da segunda lei de Newton temos, durante um intervalo infini- 
tesimal de tempo At, que 


Ava 


F= Mra (23) 


zı» de modo que temos a lei da conservação 


M,Av, + MAV, = 0, (24) 


ou 


(MV, + MV ancas = (Mivy + MV) ima es 


Em qualquer instante, a soma dos momentos, M,v, + Maya, 
das duas partículas que colidem é conservada, desde que a fòrça 
mútua que age entre clas seja Newtoniana. 

A hipótese Newtoniana simples acêrca das fòrças não é muitas 
vêzes satisfeita exatamente, contudo, Mas a lei da conservação 
do momento é exata. Na realidade, a interação de 1 com 2 não 
pode ser instantânea, porque fórças não se propagam com velo- 
cidade infinita, mas, no máximo, com a velocidade da luz (Cap. 
10). Então, em qualquer instante, F,, não é exatamente igual 
a-Fs,. É, únicamente, depois que as partículas atingiram seus 
momentos finais que esperamos que a soma dos seus momentos 
finais seja igual à soma dos momentos iniciais. É claramente 
insatisfatório basear a conservação do momento linear na hi- 
pótese especial de fòrças Newtonianas. 

Para fòrças Newtonianas, momento linear é estritamente 
conservado em cada instante de tempo, mesmo durante o pró- 
prio processo de colisão. Mas, para fórças fisicas, que não são 
instantâneas, haverá estágios durante a interação íntima das 
duas partículas quando o momento linear não é conservado. 

Segunda dedução. Nesta dedução, admitimos a validez da 
invariância Galileana e também a conservação da energia e 
massa. Consideremos duas particulas livres, 1 e 2, que têm 
mente velocidades v, e vz. As posições iniciais (e finais) são 
supostas muito separadas, de modo que, nos estágios inicial e 
final, as partículas não interagem. Da fisica do colégio (ou do 
PR a 


r} + AMarê 29 

E e não é necessário que a colisão 

seja elástica. Veremos que o momento é conservado, mesmo 

que a colisão seja inelástica. A energia cinética, depois da colisão, é 

{Mio} + Mad, en 

onde w, e wz são as velocidades depois da colisão, suficiente- 

mente depois para que as partículas não interajam mais. A lei 
da conservação da energia nos diz que 

$Me} + fM} = Mo + IM 03 + As, (28) 


onde As (que pode ser positiva ou negativa) é a variação da energia 
de excitação interna das partículas, após a colisão. A excitação 


Se duas cargas puntiformes, q, e q, «em movimen- 
to, passam perto uma da outra, suas órbitas são 
desviadas das trajetórias retilincas iniciais. Mo- 
mento é conservado nesta colisão, mas as fòrças 
não são Newtonianas. O desvio do comporta- 
mento Newtoniano é importante quando as par- 
tículas se movem muito rápidamente. 


interna pode ser uma rotação, ou uma vibração interna; ela pode 
ser a excitação de um elétron ligado, de um estado de baixa ener- 
gia para um estado de energia elevada. Numa colisão elástica, 
As = 0; mas não precisamos nos restringir aqui à dedução para 
colisões elásticas*. Admitimos, aqui, que as massas M, e M, das 
particulas não variam na colisão. 

“Agora, olhe a mesma colisão de um sistema de referência com 
índices, movendo-se com velocidade uniforme V, em relação 
ao referencial original sem indices. No referencial com índices, 
as velocidades iniciais são v; , V} e as finais w; , w}. Temos 


(29) 


O enunciado da lei da conservação da energia no sistema 

com índices é 

EM NE + EM ea = EM pl)? + AM)? + Ae. (30) 
Admitimos que a energia de excitação Ac permanece inalterada, 
quando se muda o sistema de referência. Isto está de acôrdo com 
a experiência. 

Se a lei da conservação da energia deve ser invariante por 
uma transformação de Galileu, então em ambos os sistemas, 
com e sem indice, a energia cinética inicial deve ser igual à energia 
cinética final, mais As a energia de excitação interna. Isto é, 
tanto (28) como (30) devem valer. A lei da conservação da energia 
no sistema com índices pode também ser expressa substituindo 
a transformação (29) em (30) e notando que (14)? = vi -2y,"V + 
+ V?, etc, de modo que (30) se torna 


4M 3-2, -V + V?) + EM ud 2wa V + V°) 
=4M,wi-2w, V + V?) 
+ AMI V+ VD+ A BD 
Observe que os têrmos em V? se cancelam no lado esquerdo 
e direito. Esta expressão será idêntica com a lei de conservação 
da energia. (28), no sistema sem índices, desde que as produtos 
escalares se cancelem em (31): 


(Mv, + MN) V = (Maw + My) V. (E2) 


* Numa colisão inelástica. não existe violação do princípio da conservação 
da energia. O que ocorre é que a energia cinética perdida ou ganha aparece como 
movimento rotacional, vibracional ou outro modo de movimento no interior dos 
corpos. Tal movimento interno pode, muitas vêzes, ser chamado de calor ou mo- 
vimento térmico (Vol. VI 
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A equação (32) deve valer para qualquer valor de V. Portanto, 
a solução geral de (32) é 


Miva + Miva = Myw, + Mawa 63) 


Esta é precisamente a lei da conservação do momento linear. 

Resumindo o que fizemos: admitimos a conservação da energia 
e da massa numa colisão e, além disso, admitimos que estas leis 
são válidas em qualquer sistema de referência inercial. Isto é, 
admitimos invariância Galileana. Percebemos, então, que as leis 
podem ser válidas em diferentes referenciais inerciais, somente se 
o momento linear fôr conservado na colisão. Não usamos a lei 
da conservação da massa em tôda a sua generalidade. Se a coli- 
são envolvesse a troca de alguma massa, de modo que, depois 
da colisão, M, se tornasse M, e M3 se tornasse M3. mas com 
M, + M, = M, + M,, os mesmos passos usados na dedução 
acima poderiam ser usados para obter a conservação do momento. 
Isto é demonstrado no exemplo seguinte. 


REAÇÕES QUÍMICAS. Mostramos abaixo que momento é 
conservado numa reação química na qual os átomos dos rea- 
gentes são permutados ou reordenados, conservando porém a 
massa total. Admitimos que não existem fòrças externas. 

Seja a reação representada por 


A+BC—>B+AC (34) 


onde BC significa uma molécula consistindo de um átomo B e 
um átomo C. Na reação, o átomo C se liga ao átomo A para 
formar AC. 

Em um referencial inercial, a lei de conservação da energia 
pode ser escrita como 


AM + NMa + Moac? = Mw 
+M, + Mowa? + de (35) 
Aqui, Az representa variações na energia de ligação das moléculas 
que tomam parte na reação. Num segundo referencial inercial, 
que se move com velocidade V em relação ao primeiro, a lei de 
conservação da energia pode ser escrita, com v, substituido por 
va ~V. ele, como 
AM Ava VP + UMa + Mo)lvac -VP 
= {Mawa -VP + NM, + Mowa VP + Ae (36) 
Desenvolvendo os parênteses, vemos que as Eqs. (35) e (36) são 


n 


Uma colisão entre o átomo A e a molécula BC, 


resultando no átomo B e na molécula AC. A 
colisão é vista de dois sistemas de referência 
diferentes. 


compatíveis se 
Mava + (Ma + MoWsc = MaWa + (M, + MoWac» 7 


que é exatamente o enunciado da lei de conservação do momento 
linear. 


EXEMPLO. COLISÃO DE UMA PARTÍCULA PESADA 
COM UMA PARTÍCULA LEVE. Uma partícula pesada de 
massa M colide, elásticamente, com uma partícula leve de massa 
m. A particula leve está inicialmente em repouso. A velocidade 
inicial da partícula pesada é v, = x; a velocidade final é w. 
Se a colisão considerada é tal que a partícula leve sai na direção 
frontal (+ $), qual é sua velocidade w;? Que fração da energia 
da partícula pesada é perdida nesta colisão? 

Pela conservação do momento, não pode haver componente 
5 na velocidade final da particula pesada nesta colisão, de modo 
que 


Mk = Mwg + mwg, (38) 
Mo, = Mw, + mw- (39) 
Da conservação da energia temos (com Ae = 0 para uma colisão 
elástica), 
$Me = Mwj + mui. (40) 
Esta equação pode ser escrita, com a ajuda de (39), como 


1 2m nè 1 1 

afe + gra + E) Mw +g (41) 
Sem < M, é conveniente negligenciar o têrmo de ordem mº/M?, 
de modo que (41) se reduz a 


(42) 
ou 


(43) 


Então, a partícula leve sai com, aproximadamente, o dôbro da 
velocidade da particula pesada. Decorre ainda, de (43) substi- 
tuída em (39), que 

Mp Mw, + Zi, (489) 
ou 


BEM = (45) 


A perda fracional de energia da partícula pesada é 


AGM) 


Moo, 
Ma 


iM 


2A, „4m 
ro (46) 


usando (45) 


Outros exemplos de aplicação da conservação do momento 
linear são tratados no Cap. 6. 


FÓRÇAS FICTÍCIAS. Sabemos, da segunda lei de Newton, 
que num sistema de referência inercial 


F = Ma, (47) 


na qual o lado esquerdo é a fòrça aplicada e a, é a aceleração 
observada no sistema inercial. Admite-se que a massa M é cons- 
tante. O subscrito 7 foi adicionado a a para ressaltar a palavra 
inercial, Num sistema não inercial, tal como a terra em rotação, 
sabemos que (47) não é válida da forma como a escrevemos. A 
razão é que uma aceleração ag foi deixada de lado e que deveria 
ter sido incluida, isto é a aceleração do sistema de referência não 
inercial, em relação ao sistema inercial. Se a é a aceleração de 
um corpo, medida no sistema não inercial, temos a + ão = &. OU 


F=Ma+a) (48) 


os experiências num referencial não inercial, deveremos 
sempre incluir ao na equação da fórça. Ao trabalhar num sistema 
não inercial, é muitas vêzes conveniente pensar em têrmos de 
uma quantidade F,, tal que a Eq. (48) apareça como 


F+F=Ma (9) 


(50) 


onde 


é chamada a fôrça fictícia ou pseudofôrça. A fòrça fictícia, como 
foi definida, é igual mas oposta à massa vêzes a aceleração do 
referencial não inercial; ela simplesmente representa o efeito da 
aceleração do próprio sistema não inercial; é a quantidade que 
devemos adicionar à fòrça verdadeira F, para fazer a soma igual 
a Ma, quando observada no sistema não inercial. Qualquer coisa 
ficticia em fisica tende a parecer confusa; você pode sempre 
resolver qualquer problema voltando à Eq. (48). 
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Aceleração centripeta 

Se o ponto P descreve um movimento circular 

com raio p e com velocidade constante c, a 

aceleração a de P é sempre dirigida para o cen- 

tro O. O módulo de a é a = 1?/p = «5ºp onde 
w = dojdt = vip. Para ver isto, note que 


AY a dirigida sempre na direção de O. 


Então a = vo = ?/p = «Pp. Este resultado 
também foi deduzido analiticamente no cap. 2. 


Ma se reduz a 


F, + For = 0. (sm 
Então 
-Cx + Fos -Cx-Ma = 0, 6D 
ou 
xote 63 


O deslocamento x é proporcional à aceleração ão do sistema 
não inercial. Êste sistema pode ser um avião ou um automóvel. 
Vemos que a Eq. (53) descreve a operação de um acelerômetro, 
no qual a massa M é ligada a uma mola e obrigada a mover-se 
em uma dimensão apenas. O deslocamento x da massa mede a 
aceleração ap do sistema de referência não inercial. 


EXEMPLO. FÓRÇA CENTRÍFUGA E ACELERAÇÃO 
CENTRÍPETA NUM SISTEMA EM ROTAÇÃO UNIFORME. 
Apesar de que, logo adiante, discutiremos sistemas girantes em 
detalhe, vale a pena discutir um exemplo simples e comum aqui 
mesmo. Considere uma massa puntiforme M, em repouso num 
sistema não inercial, de modo que, neste sistema, a = 0. O sis- 
tema de referência não inercial gira uniformemente em tômo 
de um eixo fixo em relação a um sistema inercial. A aceleração 
do ponto em questão foi vista no Cap. 2, sendo 


a= -0p (54) 


em relação ao sistema inercial, onde p é dirigido na direção do 
cixo à partícula. O vetor p é tomado como sendo perpendicular 
ao eixo. Usamos aqui a letra grega p para indicar o análogo 
bidimensional do vetor de posição tridimensional r. 

A equação (54) é a famosa aceleração centripeta. A massa pode 
ser constrangida a permanecer em repouso por uma mola esti- 
cada. A especificação de que no sistema não inercial a = O leva 
pela Eq. (49) a 

F = -Fp = May = -Mo?p. 69 


A fôrça ficticia Fo , neste exemplo, é chamada a förça centrifuga; 
ela vale Fo = Mw?p, sendo dirigida para fora do eixo. A fòrça 


7 


centrífuga é contra-balançada, neste exemplo, pela fòrça elástica 
F da mola, a fim de produzir aceleração zero (a massa está em 
repouso), no sistema de referência não inercial girante. 

Se M = 100 g, p = 10 cm e o sistema gira com 100 rotações 
por segundo, qual é o valor da fòrça centrifuga? Temos Fo = Mo?p 
= (10%2x- 100) (10) = 4 x 10º dinas. 


EXEMPLO. ELEVADOR CAINDO LIVREMENTE. Seja a 
aceleração num sistema não inercial (elevador que cai livremente) 


=, (56) 
onde Z é medido para cima a partir da superficie da terra e q é 
a aceleração da gravidade. Esta aceleração corresponde à queda 
livre sob a ação da gravidade. De (50), a fôrça fictícia sôbre uma 
massa M, no sistema não inercial, é 


Fo 
Um corpo livre no elevador sofre a ação da soma da fòrça gravi- 
tacional F = — MgZ com a fôrça ficticia F, = Mgz, de modo que 


a fôrça aparente total, no sistema não inercial do elevador que 
cai livremente, é nula 


Mgz 67) 


Mas 


F+ Fo 


Então, o corpo não possui aceleração no sistema não inercial. 
Esta é uma forma de “perder o peso”. O corpo parece permanecer 
suspenso no espaço se não tiver velocidade inicial relativa ao 
elevador. 


0. (58) 


EXEMPLO. O PÊNDULO DE FOUCAULT: O pêndulo 
de Foucault é um instrumento que ilustra a rotação da terra; 
le demonstra o fato de que a terra não é um sistema de referência 
inercial. A experiência foi primeiro realizada, plblicamente, por 
Foucault, em 1851, sob a grande cúpula do Pantheon em Paris, 
usando uma massa de 28 kg numa suspensão de fio de quase 70 
metros. A maneira pela qual a extremidade superior do fio era 
presa permítia ao pêndulo oscilar livremente em qualquer dire- 
são. O periodo (veja Cap. 7) de um pêndulo dêste comprimento 
é aproximadamente 17 seg. 

Em tôrno do ponto no solo, diretamente abaixo do ponto de 
suspensão, foi construída uma pequena elevação circular, de 
aproximadamente 3 metros de raio. Nesta elevação, foi colocado 
um pouco de areia de modo que uma ponta metálica que saía 
do pêndulo (para baixo), varria a areia em cada oscilação. 

Após sucessivas oscilações, tornou-se claro que o plano do 
movimento do pêndulo movia-se no sentido dos ponteiros do 
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Pêndulo de Foucault instalado na Sede das Nações 
Unidas em Nova York. A esfera, vista à esquerda, 
é folhada a ouro e pesa 90 quilos. Ela é suspensa 
do teto, 24 metros acima do assoalho. Um fio 
de aço inoxidável a suporta de forma que pode 
oscilar livremente em qualquer plano. A esfera 
oscila diretamente sôbre o anel de metal elevado, 
que tem, aproximadamente, 2 metros de 
metro. A esfera oscila continuamente como um 
pêndulo, seu plano variando lentamente na di- 
reção em que se movem os ponteiros do relógio, 
oferece, pois, uma prova visual da rotação da 
terra. Um ciclo completo toma aproximadamente 
36 horas e 45 minutos. Inscrita nela está uma 
mensagem da rainha Juliana da Holanda: “É um 
privilégio viver hoje e amanha”. (United Nations 
Photograph). 


Eixo de rotação 


O pêndulo de Foucault, muito exagerado em 
tamanho em relação à terra é mostrado no ân- 
gulo de latitude q de Paris, aproximadamente. O 
circulo de areia, abaixo do pêndulo, tem um faio r. 
A distância do eixo da terra ao centro q do arco 
que o pêndulo descreve é R cos q. Por causa da 
rotação da terra o lado sul da areia move-se mais 
rápidamente que o lado norte (relativamente a um 
referencial inercial). 


relógio, quando visto de cima. Numa hora, o pêndulo mudou 
Seu plano de oscilação de mais de 11'graus. Uma volta completa 
foi concluida em aproximadamente 32 horas. Em cada oscilação 
o plano movia-se 3 mm, medidos no círculo de areia. 

Por que gira o plano do pêndulo? Se a experiência de Foucault 
fôsse realizada no Polo Norte, poderiamos ver, imediatamente, 
que o plano de movimento do pêndulo permaneceria fixo num 
Sistema inercial, enquanto a terra gira sob o pêndulo, de uma 
Volta completa cada 24 horas. À rotação da terra é no sentido 
Contrário ao dos ponteiros do relógio, quando vista de acima do 
Polo Norte (digamos da estrêla Polar), de modo que para um 
observador numa escada, sôbre a terra, no Polo Norte, o plano 
do pêndulo pareceria girar na direção dos ponteiros do relógio. 

R Situação é diferente (e mais dificil de se analisar, quando 
deixamos 9 Polo Norte, e o tempo para uma volta completa é — 
ais longo. Considere as velocidades relativas dos pontos que 
mai longo on e sal do circulo de areia de maio r, O ponto | 
Sal é mais afastado do eixo de rotação da terra e portanto se 
moverá no espaço mais rápidamente que o ponto norte. Se q é 
E Velocidade angular da terra e R o seu raio, então o centro do | 
circulo de areia se move com velocidade wR cos q, onde éa | 
latitude de Paris (48"SI'N), medido do equador da terra. O ponto 
mais ao norte do circulo de areia se move com velocidade 


vs = OR cos p-r sen q, (58a) 


como vemos na figura, e o ponto mais ao sul se move com ve- 
locidade 
ts = OR cos q + or sen q. (58b) 


A diferença entre cada uma destas velocidades e a do centro do 
círculo é 


Ar = cor sen q. (589) 


Se o pêndulo é pósto a oscilar no plano norte-sul, por meio de 
um empurrão, a partir do repouso, no centro do circulo, a com- | 
ponente leste-este da velocidade no espaço será a mesma que 
a do centro do anel. 

A circunferência do círculo é 2ar, de modo que o tempo To 
para uma volta completa é, se Av fòr constante em tômo do 
círculo, 


2ar 24 horas 


e (58d) 


T 


No equador sem q = O e o tempo se torna infinito. 
O que acontece quando o plano do pêndulo atinge o plano 
leste-oeste, que passa pelo centro do círculo? Por que deveria 


Av permanecer o mesmo aqui que no plano norte-sul? Isto é 
dificil de perceber sem referência a um globo. Tome um pedaço 
de papelão ou cartolina e segure-o de modo que aponte para 
fora do globo. Faça-o quase tocar o globo em Paris; faça-o ser 
normal ao globo neste ponto e jazer no plano leste-oeste. A di- 
reção normal à superficie do globo à a linha do fio do pêndulo. 
Com uma mão mantenha o plano do papelão fixo, enquanto 
com a outra gire lentamente o globo. Observe que um lado da 
linha de quase-contato do papelão com o globo parece mover-se 
para o sul, enquanto que o outro lado parece mover-se para o 
norte. A contemplação, ou análise detalhada, dão o mesmo 
valor Av encontrado acima: o plano do pêndulo efetivamente 
gira em relação ao circulo no solo do Pantheon com velocidade 
angular constante w sen q, onde w é a velocidade angular da 
terra e ọ a latitude. Muitos textos de mecânica contêm um tra- 
tamento matemático da equação de movimento do pêndulo de 
Foucault. 


A LEI DE NEWTON DA GRAVITAÇÃO UNIVERSAL. 
É conveniente que nos preparemos para os próximos capítulos 
com uma revisão da lei da gravitação. Esta lei nos diz que qual- 
quer massa M, atrai qualquer outra massa M, no universo 
com uma fôrça 


MM, - w 


onde r é o vetor de M, a M, e G é uma constante que tem o valor 
667 x 107º dina-cm?/g? ou 667 x 10-!! newton-m?/kg? 


A fórça gravitacional é uma fôrça central: a fòrça é dirigida ao 
longo da linha que une as duas massas puntiformes. A determi- 
nação do valor de G é usualmente discutida nos livros do secun- 
dário. A experiência clássica é a de Cavendish. 

É também conhecido experimentalmente, dentro de alta 
precisão, que a massa inercial e gravitacional de um corpo são 
iguais. Isto será discutido no Cap. 14. O que se quer dizer com 
isto é que o valor da massa M, a ser usado na equação da fòrça 
gravitacional, é igual ao valor da massa do mesmo corpo usado 
na segunda lei de Newton, F = Ma. A massa na equação gravi- 
tacional é chamada de massa gravitacional e a massa na segunda 
lei de Newton é chamada a massa inercial. As experiências clá 
sicas sôbre a igualdade das duas massas foram feitas por Eötvös: 
uma experiência recente é descrita por R. H. Dicke (Scientific 
American 205,84 Dezembro, 1961). A experiência de Eötvös é 
descrita no Cap. 14. 
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o—hz 2A; SH dh 5h 6Rr 
Raio da órbita do satélite 

O período de um satélite artificial, descrevendo 

uma órbita circular em tòrno da terra. Éste grå- 


fico foi obtido fazendo um gráfico de (61) em 
têrmos do periodo T = 2m/e. 


TR; 


EXEMPLO. SATÉLITE NUMA ÓRBITA CIRCULAR. Con- 
sidere um satélite numa órbita circular concêntrica e coplanar 
com o equador da terra. Para qual raio r da sua órbita o satélite 

à estar em repouso, quando visto por observadores fixos 
fa terra? Supomos que o sentido da rotação da órbita é o mesmo 
que o da terra. 

Numa órbita circular, a atração gravitacional é igual e oposta 
à fòrça centrífuga: 


= Mor, (60) 


onde M, é à massa da terra e M, a massa do satélite. Reescrevemos. 
(60) como 


GM, 
o 


GMT? 
(E 


P (61) 


onde Té o periodo. No nosso problema especial, queremos & 
para a órbita do satélite igual à frequência angular oe da terra 
em tôrno do seu eixo. A frequência angular da terra é 


(62) 
portanto (61) se torna com o = o% 
RE) 
sa 
r=42x 10º em (64) 


O raio da terra é 638 x 10? cm. A distância (64) é aproximada- 
mente um décimo da distância à lua. 


LEITURA ADICIONAL 


PSSC, Caps. 20, 21, 23 e 24 (parágrafo 7. 
Collier's Encyclopedia (1964): uma excelente discussão elementar do pêndulo de 
Foucault é dada sob o verbete Foucault 


LISTA DE FILMES 


-Sistemas de Referência” (28 min) Hume and Ivey (PSSC-MLA 0307) Um exce- 
ente filme cujo tratamento dos sistemas de referência se aproxima muito do 
material que demos na primeira parie dêste capítulo e dá muitos exemplos 
gráficos das idéias envolvidas 

«Gravitação Universal” (31 min) Hume and Ivey (PSSC-MLA 0309) Uma revisão 
histórica dos desenvolvimentos que levaram à descoberta de Newton da lei 
da gravitação universal, incluindo esta lei. 
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“Fòrças” (23 min) J. Zacharias (PSSC-MLA) Dá uma demonstração clara de uma 
balança de torsão em grande escala usada para medir a constante gravitacional 
constituindo uma paráfrase da experiência de Cavendish. 


PROBLEMAS 
1. Velocidade da Terra em tôrmo do sol. a) Qual é a velocidade do centro da 
terra na sua órbita em tòrno do sol? (Trate a órbita como circular. O raio da ôrbita 

é relacionado na tabela de constantes na capa interna do volume) 
Resp. 39 x 10º cmg 

b) Qual é a razão desta velocidade para a velocidade da luz Resp 10-4 

2 Velocidade devida à rotação. Qual é a velocidade de um ponto da super- 
ficie da terra no equador, relativa ao centro da terra? Resp 47 x 10º cm/seg- 

3. Queda de corpos. Um corpo cai do repouso, de uma altura de 100 m Quanto 
tempo leva para atingir o solo? 

4. Aceleração no movimento circular. a) Qual É a aceleração centripeta, em 
cm/seg?, de um corpo de massa M = 1 kg (= 100 g) movendo-se num circulo de 
raio R = 100 cm, com uma velocidade angular œ = 10 seg" 

Resp. 1 x 10º cmjseg?. 

b) Qual é a fòrça centrifoga em dinas? Resp. 1 x 107 dinas 

5. Preglência angular e periodo. Um diapasão vibra com uma frequência f de 
60 ciclos por segundo. 

à) Qual é a frequência angular o, em radianos por segundo? Note que pode- 
mos falar de uma freqüència angular em conexão com qualquer oscilação pe- 
riódica e não sómente em conerão com movimento num circulo. 

b) Qual é o periodo T do movimento, em segundos? (O periodo é o tempo 
necessário para um ciclo completo do movimento). 

6 Aceleração devida à terra. Suponha que uma camada opaca de nuvens. 
cubra a terra. Descreva uma experiência que determinaria, de maneira inequívoca 
(em relação a acelerações rotacionais e translacionais), se a terra é um sistema de 
referência inercial. 

7. Trajetórias. Um objeto é lançado horizontalmente no instante £ = 0, com 
uma velocidade de 1 000 cm/seg. de uma plataforma que está sendo acelerada para 
cima com 300 cm/seg? a partir do repouso que se situs, no instante £ = O, sobre 
à superficie da terra. 

a) Qual é a trajetória, exprimida como x = ft); y = Flt). do objeto relativa- 
mente a um sistema de referência inercial com origem no ponto onde o movimento 
se inicia? (Despreze a rotação da terra) 

b) Desenhe a trajetória do objeto visto nos dois sistemas. 

8. Aceleração no motimento circular. Um objeto se move numa trajetória 
circular com uma velocidade constante de 50 cm/seg. O vetor velocidade v muda 
de direção de 30° em 2 segundos. 

a) Calcule o valor da variação da velocidade Av 

b) Calcule a aceleração média no intervalo de tempo dado. 

c) Qual é a aceleração centripeta do movimento circular uniforme? 

Resp 134 cm/seg?. 

9, Fôrça efetiva devida à rotação. Um objeto fixo em relação à superficie de 
um planéta idêntico em massa e raio à terra sofre uma atração gravitacional zero 
no equador. Qual é a duração do dia naquele planèta? Resp 13 h. 

10. Colisões, Duas particulas estão inicialmente nas posições x, = 5 cm, 
31 = 0 e xy = O, py = 10 cm, com v, =—4 x I0º% cm/seg e v, ao longo de -7 
como na figura ao lado. 
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culas que vão colidir, em 
TE Cnemática das colisões. Duas massas que se movimentam num plano ho- 
rizontal enlige. Sabendo- que inicialment, M; = 85 & M3 = 200 E Y, = 64 
mer © v, = 67 -207 mist 
cale a velocidade do centro de massa. A posição do centro de massa 
é defiasda por Rin = (Mir, + Mra) / (M, + Ma) de modo que a velocidade 
Ê + Mes 


do centro de massa é dada por R. = 


Resp 

by Calcule o momento linear total. Resp. -T961 -400 E-cm/seg. 

<) Calcule as velocidades no sistema de referência no qual o centro de massa 
está em repouso. 


Resp. v, = 925 + 147 emísep vs 


Depois da colisão |w,| = 9.2 cmísep. wa = -44i + 1.95 cm/seg. 
a) Qual ë a direção de w,? “Resp —S4º em telação ao eixo dos x. 


12 Colisão inelástica. Dois objetos (M, = 2 g: M3 = 5 g) possuem velocidades: 

= 10 cm/seg. v = 3 + SẸ cm/seg. no momento que antecede uma colisão, em 
que se tornam amalgamadas um à outro. 

4) Qual é a velocidade do centro de massa, de acôrdo com a definição dada 


ficticias nas equações transformadas! 

A As fórças aplicadas e ficticias são as mesmas nos dois sistemas em movi- 
mento? Qual é a velocidade de S” em relação a S? 

+) Em geral, quando dois sistemas de referência não inerciais se movem com 
uma velocidade relativa constante, o que pode ser dito sobre as fòrças reais e 


entre a terra c a luz. Resp. 2 x 10º dinas. 

TE Ónbia de um satélite. Considere um satélite de órbita circular, que jaz jus- 
tamente acima do equador de um planéta esférico homogêneo de densidade p. 
Mostre que o periodo T de sua órbita depende apenas da densidade do planèta. 
(DÊ a equação). 


TÓPICO AVANÇADO. VELOCIDADE E ACELERAÇÃO EM SISTEMAS 
DE COORDENADAS GIRANTES* 


Consideremos agora um sistema de referência não inercial, que está girando 
com velocidade angular constante w, em têrmo do eixo z de um referencial inercial. 
A importância dste problema reside no fato de que a tera está girando: um sis- 
tema de referência fixo à superficie da terra não é um sistema inercial. Devemos 
adicionar térmos a F = Ma, para representar a aceleração de um sistema de re- 
ferència fixo na superficie da terra. Além da aceleração centripeta, aparecerá na 
análise a aceleração de Coriolis, que è importante nos movimentos, em grande 
escala, dos oceanos e das correntes de ar. 

As coordenadas (ta. Ya Za) de um ponto P, visto do sistema girante, podem 
ser relacionadas, de maneira simples, às coordenadas (xn 4 3) do mesmo ponto, 
visto do sistema inercial. Estudando a geometria da figura ao lado vemos que 


Xy = Xp COS at — yy sem tese) 
Ya = Xn Sem Gm + ya COS (65%) 
mma isso) 

As relações entre as componentes da velocidade nos dois sistemas são obtidas 
diferenciando (65) em relação ao tempo. (Para tornar a notação compacta, algu- 
mas vêzes usamos um ponto sôbre uma quantidade para indicar diferenciação 
mas vêzes usamos um ponto sôbre uma quantidade para indicar diferenciação 
em relação ao tempo. Então è = djdr = v, e E = dPx/df =0, = de jdt) Temos 


da =p OS oat - comp sen ot — y sen ot-wya cos t: (660) 
Ju = Xn SEM ot + oxy cos et + Ya COS Ota sen (665) 
ken (66o) 


Tomamos o como constante no interêsse da simplicidade. Note que para uma 
particula em repouso (čų = by = 2x = 0) no sistema girante (66) se reduz a 


dy = Xp SEN O Oya COS Gt; fy = cora CO8 -oyp sen t. (67) 


Da mesma forma, para uma particula em repouso no sistema inercial 
r = jr = 0) temos 

iornz: jntoxç=O =O w 
de (66). 
As componentes da aceleração são-obtidas diferenciando (66) em relação ao 
tempo 

p = Šp COS Ot Zig sen t-ara C06 t 

= Fa Sem ot Zi 05 t + oya sen oti (8) 
Sem O + sig cos ont- ery sen ax 
+ Ýn COS at Tg Sen est 6274 OS e; 6% 
isär (9) 
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Observamos que, para uma particula em repouso no sistema girante, con 
a ajuda de (65), (69) se reduz a 

Sp = 0a C05 Gt — ya sen 04) = cx; 0a) 
efa sem ot + Ya c05 o) = 02. (70 


* Esta secção e os cinco exemplos que se seguem imediatamente podem ser omi- 
tidos para um programa mínimo. 


O ponto P pode ser descrito pelas coordenadas 
xvysêx do referencial inercial ou com as coorde- 
nadas xayaza do referencial girante. A rotação 
é em tômo do eixo z. 


Xr = Xa COS Gt — Yg Sem ot 
Ji = Xa Sen OX + Yp 008 O! 


Exemplo de aceleração de Coriolis num sistema 
de coordenadas girante: O referencial girante 
(tanta) É fixo na terra: o é paralelo a za. Um 
objeto projetado verticalmente para cima, do 
ponto P na superficie da terra, tem velocidade 
v. A aceleração de Coriolis 2w x v é tangente ao 
paralelo de latitude que passa por P, como 
indicado; N é o pólo norte. Se o objeto caísse 
livremente de uma altura acima da superficie, a 
aceleração de Coriolis teria a direção oposta. 
Por quê? 


A equação (70) pode ser escrita, em forma vetorial, como 
a=- em 

onde a, = E; É a aceleração da partícula relativamente ao referencial inercial e 
Pi = xais + Jin Como já vimos em (54). A equação (71) é a expressão da acele- 
ração centripeta usual. 

Os resultados fisicos essenciais estão contidos em (69) É útil reescrever (69) 
em forma vetorial. Após um pouco de álgebra trabalhosa (que damos abaixo), 
obtém-se o importante resultado 


n a + wxw toxi 
Aceleração no Aceleração no Aceleração de Aceleração 
Teferencial referencial Coriolis centripeta 
inercial giram 


cade as quantidades com um subscrito R são as observadas no sistema girante. 
À frequência angular œ foi tomada como constante. Batizamos os dois térmos 
dia direita com seus nomes convencionais. 
Podemos confirmar que (72) se reduz a (69) se w» = as de fato, a projeção de 
ambos os lados de (72) sôbre o eixo xp nos dá 
(ada = (da + De Vad + L x (0% a) a% 
Escrevemos isto, explicitamente, para ressaltar projeção no eixo x, Por exemplo, 
« projeção do vetor ap sôbre o eixo x É 
ma, = Xx c08 ct ja sem 0t, om 
porque qualquer vetor no sistema girante (como ap) deve projetar-sc sôbre Xn 
do mema forma que qualquer outro vetor. De (65), vemos como projetar o 
Setor ta sôbre x; € seguimos a mesma receita quando projetamos dy sôbre =, 
Isto leva a (725) O próximo têrmo, em (72a). é 


As x Vade = Zed 200 
Edu sem Mt + Fa COS ct) 02 
onde usamos o fato de que w = 0, à e projetamos va sôbre o cixo y, seguindo 
(65h) O último técmo em (72a) é 
Lo (o x tala = % tab = Pad, 
= af 008 ent- yn sen vt) qua 


Somando (72b). (726) e (724) obtemos 
(anda on) UŽE 


ja Sen ost- Zorka sen ost -2oy 005 Ut 


— axa C05 ot + ayn sen ot, o3 


de acõrdo com (69a) Isto prova que a equação vetorial (72) é idêntica às equações 
“componentes (69). 

“As equações (69) e (72a) são importantes. Elas relacionam ay, observado num 
sistema girante, à aceleração a, num sistema inercial. Devemos ter a, para usar 
a segunda lei de Newton. Tódas as quantidades no lado direito de (72a) são as 
observadas no sistema girante. O primeiro têrmo ay É a aceleração como é obser- 
Vada no sistema girante; o segundo têrmo, 2 X Va, é chamado de aceleração 
de Coriolis: e o terceiro têrmo o x(t x a), É à aceleração centripeta usual de 
uma particula num movimento circular. Omitimos por simplicidade um têrmo 
(dendê) x fa que surge se a velocidade angular co varia. 


A força ficticia Fo, para rotação constante (ò = 0, é dada por (50) e (72a): 
De Fy = Ma, temos 
Fo=-2Mo x vp- Mo x (o xt) a 

Fórça de Fòrça 

Coriolis centrífuga 
A fórça centrifuga é familiar; ela é a única förça ficticia agindo muma particula 
que está em repouso (vg = 0) no sistema giramte. Podemos reescrever a fòrça 
centrifuga como 


Mo x (æ x ty) = Meñp, Osa) 
onde p é o vetor do eixo à particula e normal ao eixo. Éste é exatamente nosso 
resultado anterior (55). 

A fòrça de Coriolis é uma [Beça ficticia que age sôbre uma particula sómente 
se ela está em movimento em relação ao sistema girante. 


EXEMPLO. MOVIMENTO RETILÍNEO UNIFORME, REFERENCIAL 
INERCIAL. Num referencial inercial um corpo se move livremente, numa traje- 
tória dada por 

meni n=O nst es 
Qual é a trajetória num sistema que gira com velocidade angular e, no sentido 


contrário ao dos ponteiros do relógio na direção z;? 
De (65) temos, com valôres de (15) 


Kol = Xp 006 eat — ya sen ow: 
Xa Sem ot + Pa 006 Gt; o9 


Resolvemos (76) para obter 
5 o m 


mtos ot ya 


ot sem ot; 


EXEMPLO. QUEDA LIVRE DE UMA TORRE. Considere um corpo caindo 
sob a ação da gravidade, após ter sido abandonado em repouso (v, = O para 
£= 0) num ponto (x4°, , 0) perto da superficie da terra no equador. A origem 
do sistema xs, Yn. Zy stå no centro da terra. O eixo de rotação da terra é o eixo z. 
Calcule a coordenada ya na qual o corpo atinge a terra 

A verdadeira aceleração (devida à gravidade) é na direção -å no sistema 
girante (sto é no referencial fixo à terra) e tem o módulo g. Não existe uma com- 
ponente da força real na direção jp A projeção da equação da aceleração (72) 
sobre a direção ja é, então, 


o 


Fa + Zeta 0 ye, em 


onde, em primeira aproximação, podemos por žy = - gt, onde g é aceleração da 
gravidade, e deprezar o têrmo — sy, porque sy é inicialmente zero. Então, 


age? en 


e o deslocamento é 
vu dog. em 


Isto é, na direção leste; pois a rotação da terra, es, é positiva. 
Este deslocamento não é dificil de se observar. Soltemos o corpo de uma 
torre, de 100 metros acima do solo. Então, da relação Ax = -4g€? para um cor- 


Equador 


Outro exemplo da aceleração de Coriolis: se o 
objeto P, no equador, tem velocidade v (relativa 
à superficie da terra) tangente ao equador, êle 
sofrerá uma aceleração para o centro da terra, de 
módulo 2/v, além da aceleração da gravidade. 

O que aconteceria se v fôsse dirigida para o oeste 
em vez do leste? 


—y 
Ponto de impacte 
20,0) 
Ponto de 
partida 


Equador” 


Corpo de massa M movendo-se em linha reta 


(no plano xay) passando pelo cixo de rotação, 
num referencial que gira uniformemente. 


Mesmo objeto visto de um referencial inercial. 


po caindo livremente, temos 


no 
era E] =20 sec, (81) 
onie, com 6072 10-4 eg“ pama a rã da te, 
1 10- *X10°X10°) 
aa e EN e 


Como poderia vocë medir a verdadeira vertical da torre, em relação à qual o 
desvio y é observado? 


EXEMPLO. MOVIMENTO RETILÍNEO UNIFORME, REFERENCIAL 
GIRANTE. Que fòrça é necessária para fazer um corpo de massa M mover-se 
numa linha reta com velocidade uniforme, através e perpendicularmente a um 
eixo, quando observado de um sistema de referência em rotação? 

A relação da aceleração é 


acatloxw+oxoxr) (83 


Desejamos que a, = O € Ya = Voja onde jy é um vetor unitário do eixo à par- 

teula. e normal ao cito de rotação. Então, se 6x é um vetor unitário na direção 
circunfecencal Ê 

ay = ota etoi n (84) 

F = Monda- Maota es 


Necessitamos, então, uma fórça constante na direção circunferencial gx, e a förça 
centripeta usual que aponta para dentro na direção radial Ap normal ao eixo, 


EXEMPLO. CORREÇÃO CENTRÍFUGA DE G. Se gs é à aceleração apa- 
sente da gravidade no equador, mum sistema de referência girando com a terra, 
qual é o verdadeiro valor g, da aceleração da gravidade, corrigido para a força 
centrífuga? 

“Temos para a aceleração efetiva no sistema girante, com à, dirigido para fora 
e normal à superficie da terra, 

Fr + Fo = -Monta + (89) 


- Mao onde à, = —t2p, de modo que, num instante quando Èp à, 


(Fiha= — Mas = - Miga + 09), em 
No equador p = R de modo que 


m=02+0"R es 


EXEMPLO. DIREÇÃO DOS VENTOS. O aquecimento desigual da atmos- 
fera da terra, nas regiões equatoriais e polares, produz uma variação horizontal 
“de pressão ao longo de linhas norte-sul: apesar disso, os ventos têm uma veloci- 
dade dominante ao longo de linhas leste-oeste Isto é explicado pela rotação da 
terra. Mostre que o movimento estacionário de um gás não viscoso, na super- 
ficie da terra, é paralelo às isóbares linhas de pressão constante) Qual é o aspecto 
“geral do vento em tôrmo de uma zona localizada, de alta pressão (ant-ciclone) 
no hemisfério norte? 


A fòrça do gradiente de pressão atua na direção norte-sul, perpendicular às 
isóbares. A rotação da terra faz um fluxo norte-sul aparecer como tendo uma 
componente leste-oeste, relativa à terra em rotação. Éste problema pode ser en- 
tendido, diretamente, da nossa análise anterior do pêndulo de Foucault 

No hemisfério norte, o vento sopra na direção dos ponteiros do relógio, em 
têrmo de uma zona de alta pressão, à medida que o ar, movendo-se ridialmente 
para fora da zona de alta pressão, é defetado para a direita, quando olhamos 
para baixo, 

Referência: J. Spar, Earth, sea and air, pp. 103-112 (Addisoa-Wesles, Reading. 
Mass, 1962) 


NOTA MATEMÁTICA 1. DIFERENCIAÇÃO DE PRODUTOS DE VETORES 
No Cap. 2, consideramos a diferenciação de vetores; lembre-se em particular 
que se 
red rã (89 
t=aejra 00 
desde que os vetores base sejam constantes em direção. 
Derivamos agora a reação 


Representemos por P(t) o produto Alt) x Bit) e considere a expressão 


Pie + An) 


fes o 


= Alt + An) x Be + Ar) - At) x BO) 


ua a 
MENNE 
ufern a] 
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Vórtex na atmosfera, perto de Nova Scotia, visto 
pelo satélite TIROS VI em 29 de maio de 1963. 
(Cortesia do Dr. F. Singer e NASA) 


o3 


Por um argumento similar 
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NOTA MATEMÁTICA 2 VELOCIDADE ANGULAR COMO UMA 
QUANTIDADE VETORIAL. 


No Cap. 2 vimos que rotações finitas não são vetores, porque duas tais rota- 
ções não obedecem à lei de adição dos vetores. Esta dificuldade não surge no 
imite de rotações infinitesimais, porque a ordem na qual duas rotações infini- 
tesimais são realizadas não afeta a posição final de um objeto (exceto por têrmos 
que são tão pequenos como o quadrado da amplitude das rotações infinitesimais, 
e isto é negligível no limite) Se um corpo é girado de um ângulo infinitesimal 
Ao, em tôrmo de um eixo 8, e também em tòrno de um eixo é; de um ângulo 
infinitesimal Ap, a ordem na qual as rotações ocorrem não afeta o resultado. 
para Ap, e Ap, suficientemente pequenos. (Admitimos que todos os eixos passam 
através de um ponto comum.) Existe uma rotação simples, em tôrno de um eixo 
&,. de um ângulo Ap», que é equivalente, no limite de 4p infinitesimal, à soma 
das rotações 1 e 2 Esta rotação é dada pela equação vetorial 


Apt, = Aids + Apa. tos) 


Se estas rotações infinitesimais têm lugar mum tempo infinitesimal At, pode- 
mos definir o vetor velocidade angular 


oz tim E, o9 


com o, = e; + o; Isto define um vetor velocidade angular, o qual passa pelo 
eixo instantâneo de rotação e cujo módulo é igual à velocidade de rotação, em 
radianos por unidade de tempo. 

Para definir o sentido da rotação (a direção de ë) adotamos, novamente, a 
convenção da regra da mão direita: quando os dedos de uma mão direita envol- 
vem o cixo de rotação, na direção da rotação, então o polegar aponta na direção 
de œ. A velocidade de qualquer ponto fixo, num corpo rigido girante, pode ser 
expressa, simplesmente, em têrmos da velocidade angular œ. De um ponto O no 
eixo de rotação, um ponto especifico de um corpo rigido é caracterizado por um 
vetor r, no sistema de referência do laboratório. Um momento depois, por causa 
da rotação, éste mesmo ponto no corpo é caracterizado por outro r, e a veloci- 
dade v=? tem o módulo 


|r] sem 0 Jo 


em 


onde 0 é o ângulo polar entre œ e r. A direção de v é perpendicular a ambos, w 
e r. Tóda esta informação é contida na equação vetorial 
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para um ponto fixo no corpo girante. 


NOTA HISTÓRICA: O BALDE GIRANTE — O PONTO DE VISTA DE 
NEWTON. 


A transcrição que segue è uma tradução da obra “Principia Mathematica” 
de Newton publicada originalmente em 1686. 

“Os efeitos pelos quais movimentos e relativos são distinguidos um do outro 
são fôrças centrifugas, ou aquelas fòrças no movimento circular que produzem 
uma tendência de recessão do eixo. Pois, num movimento circular que é pura- 
mente relativo, tais (ôrças não existem; mas, num movimento circular verdadeiro 
e absoluto elas existem e são maiores ou menores, de acôrdo com a quantidade 
do movimento (absoluto). 

“Por exemplo: Um balde, suspenso por uma longa corda é girado tanto que, 
finalmente, a corda fica tôda enrolada, em seguida cheio com água, c mantido 
em repouso junto com a água; se, em seguida, pela ação de uma segunda förça 
le é súbitamente posto a girar no sentido contrário e continua. por algum tempo. 
neste movimento, enquanto a corda se desenrola, a superficie da água inicialmente 
ficará plana, como era antes que o balde começasse a girar; mas, subseqijente, o 
vaso, gradualmente, comunica seu movimento à água e ela começa a girar vi- 
sivelmente e a água recebe pouco a pouco do centro e sobe nos lados do balde, a 
sua superficie assumindo uma forma côncava. (Esta experiência cu próprio a fiz)". 

*... Inicialmente, quando o movimento relativo da água no vaso era máximo, 
aquéle movimento não produzia nenhuma tendência de recessão do eixo: a água 
não fazia nenhuma tentativa de mover-se para a circunferência, subindo nos la- 
dos do vaso, mas permanecendo plana e por aquela razão, seu verdadeiro movi- 
mento circular aínda não havia começado, Mas depois, quando o movimento 
relativo da água decresceu, a ascenção da água nos lados do vaso indicava uma 
tendência para afastar-se do cixo; e esta tendência revelava o verdadeiro movi- 
mento circular da água, crescendo continuamente. até que ela atingisse seu ponto- 
mais alto, quando relativamente a água estava em repouso no balde... 

“É, de fato, uma questão muito dificil, a de descobrir, e efetivamente distin- 
guir, os movimentos verdadeiros dos aparentes, de corpos particulares; pois as 
partes do espaço imóvel nos quais os corpos se movem, não podem ser observados. 
pelos nossos sentidos. 

No entanto, o caso não é completamente desesperador; pois existem, para 
nos guiar, certas marcas, abstraidas em parte dos movimentos aparentes, que são 
as diferenças dos movimentos verdadeiros e em parte das fòrças que são as causas 
e efeitos dos movimentos verdadeiros. Se, por exemplo, dois globos, conservados. 
a uma distância fixa um do outro por meio de uma corda que os liga, girassem 
em têrno do seu centro de gravidade comum, poderiamos, da simples tensão na 
corda, descobrir a tendência dos globos a afastarem-se do eixo do movimento e, 
com base nisto, a quantidade do seu movimento circular pode ser computada E 
se quaisquer fòrças fossem aplicadas, simultâneamente, nas faces alternadas dos 
globos para aumentar ou diminuir o seu movimento circular, poderiamos, do 
aumento ou diminuição da tensão da corda, deduzir o incremento ou decremento 
do seu movimento, e poder-se-ia, também, descobrir, a partir disto em que faces as 
fôrças teriam de ser aplicadas, a fim de que o movimento dos globos fösse aumen- 
tado do máximo; isto é suas faces trazeiras ou aquelas que surgem no movimento 
circular. Mas, logo que soubermos quais faces que seguem e, portanto, quais as 
que precedem, saberemos também a direção do movimento. Desta maneira, po- 
deriamos descobrir a quantidade e a direção do movimento circular, considerado. 
mesmo no vácuo imenso, onde não existisse nada externo ou tangível, com que 


os globos poderiam ser comparados. 
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Problemas simples de 
dinâmica não-relativística 


Êste capítulo é uma revisão breve de três áreas: a dinâmica 
da particula aprendida na escola secundária, o cálculo elementar 
aprendido em matemática e a análise vetorial do Cap. 2. Dedu- 
zimos e resolvemos, aqui, as equações de movimento de vários 
sistemas simples usados no laboratório. Os sistemas discutidos 
relacionam-se com o movimento de uma particula cletrizada em 
campos elétricos e magnéticos uniformes, uma área extrema- 
mente rica em aplicações experimentais. O capítulo termina com 
considerações detalhadas a respeito de várias transformações 
úteis de um sistema de referência a outro. 

Fazemos a suposição importante de que a velocidade da par- 
tícula é sempre muito menor do que a da luz; isto é, tratamos 
aqui de problemas não relativisticos apenas, e sómente fazemos 
transformações não-relativísticas de sistemas de referência. O 
efeito, sôbre os nossos resultados, da teoria de relatividade espe- 
cial será tratado em detalhe nos caps. 12 e 13. Desde que v <€ c, 
os nossos resultados serão corretos. Admítimos também que 
estamos num domínio no qual as leis da fisica clássica consti- 
tuem uma aproximação suficientemente boa às da fisica quân- 
tica, que serão o assunto do Vol. IV. 


FÓRÇA SÓBRE UMA PARTÍCULA ELETRIZADA: UNI- 
DADES DE GAUSS. A segunda lei de Newton é, do Cap. 3, 


F= TE wW 
quando a massa M é constante. Existem vários tipos importantes 
de fòrças na fisica: a fôrça gravitacional, a eletrostática, a mag- 
nética e, entre outras, várias fôrças nucleares intensas mas de 
curto alcance. A mecânica elementar pode ser um assunto bastante 
tedioso se os exemplos tratados estiverem limitados às fòrças 
gravitacionais. Aqui e no laboratório, desejamos tratar de pro- 
blemas que envolvem fòrças elétricas e magnéticas sôbre par- 
ticulas eletrizadas. A dificuldade com o nosso programa é que 
os cursos de fisica do secundário nem sempre tratam adequada- 
mente estas fòrças. Algures, no fim dos textos, estas fórças impor- 
tantes poderão ser adequadamente descritas mas, o tempo poderá 
ter-se esgotado antes que se chegue a elas. Caso isto lhe tenha 
acontecido, a melhor coisa a fazer é reler aquelas partes dos seus 
livros do secundário, ou do livro do PSSC, que tratam da ele- 


A mecânica não relativistica fornece uma descri- 
ção adequada do movimento de uma partícula 
com velocidade n, quando podemos desprezar a 
diferença entre 141 -13/c7)'2 e 1. Aqui c é a ve- 
locidade da luz. 


O campo elétrico produzido na posição r por uma 
carga Q na posição rg é 


posição ra, então, pela (2), poderemos escrever o vetor E no 
ponto r como - 


EM = Tart w 9 


Aqui, o cubo de |r — rọ | aparece no denominador porque temos 
no numerador um vetor de módulo |r — ro |. Se escolhermos a 
origem na carga Q, então rọ = O e podemos reescrever (5) como 


Em) = Sr = Gi. © 


Aqui, o numerador à direita contém o vetor unitário f apontando 
da origem ao ponto r no qual se mede o campo. Em lêrmos de 
(6). a fòrça sôbre a carga q, colocada em r, é 


Fe) = qE) = e, o 


o que está de acôrdo com (2). 
A fôrça eletrostática 
Fa=4E (8 


éa contribuição do campo elétrico à fôrça sôbre a carga q. Quando 
a carga q está em repouso, relativamente ao observador, é pos- 
sível que não haja outras fòrças aplicadas a ela (omitindo as 
fòrças gravitacionais por serem usualmente muito fracas em re- 
lação às eletrostáticas). Mas, quando a carga de prova q está 
em movimento, é um fato experimental que podem surgir outras 
fórças sôbre ela. Verifica-se que a fòrça adicional é linearmente 
proporcional à velocidade v da carga, relativamente ao obser- 
vador, desde que esta velocidade seja constante. Sabe-se, experi- 
mentalmente, que é possível escrever a fòrça adicional devida 
ao movimento, ou magnética, sob a forma 

Fu, = 2v x B, (9) 

e 

onde c é a velocidade da luz, v a da partícula, e B é uma grandeza 
vetorial denominada intensidade de campo magnético. Podemos, 
se o desejarmos, considerar B como definido por esta equação. 
Isto é discutido na integra no Vol. IL. É ôbvio que, neste estágio, 
o aparecimento de c na definição de B é uma questão de gósto; 
uma das conseqüëncias agradáveis da forma acima é que B 
passa a ter as mesmas dimensões de E. Isto é assim porque divi- 
dimos v por c. A fórça Ly x B, sôbre uma carga num campo 
magnético, é precisamente a que empurra para o lado um fio 
portador de corrente que estiver num campo magnético perpen- 
dicular a êle. Existe um nome especial, o gauss, para a unidade 
da intensidade do campo magnético no sistema CGS de Gauss. 


Considere a intensidade da fòrça sôbre um elétron que se 
move num campo magnético de 10.000 gauss, que poderia ter 
sido produzido por um pequeno eletroimã de laboratório. Se 
a velocidade do elétron fôr de 3 x 10º cm/seg e perpendicular 
ao campo magnético B, então a intensidade da fórça será, de 
acôrdo com (9), 


(48 x 10-10 ua a x 10º gauss) = 


=4,8 x 107º dinas. 


É ôbvio, desta expressão, que o campo magnético tem as dimen- 
sões de fórça por unidade de carga, exatamente como o campo 
elétrico. Mas, é conveniente dispor de um nome diferente para a 
unidade de campo magnético; é por isto que temos o gauss para 
o campo magnético e o statvolt/cm para o elétrico. 

A fonte do campo magnético pode ser uma espira de corrente, 
um solenóide ou um imã permanente. A direção da fòrça magné- 
tica Fu, é normal ao plano formado por v e B. Mais adiante, 
neste capítulo, mostramos que uma partícula que se move num 
campo magnético percorre um círculo (ou, mais generalizada- 
mente, uma hélice em tôrno de um eixo formado pela direção 
do campo magnético). É simples verificar, no laboratório, que 
um campo magnético aplicado perpendicularmente à direção do 
feixe de elétrons de um osciloscópio defletirá êste feixe na direção 
perpendicular tanto a v como a B. A fórça magnética, os solenóides 
é imãs são tratados em detalhe no Vol IL. 

A fòrça total, sôbre uma partícula de carga q, em movimento 
uniforme, é a soma das fôrças eletrostática e magnética, (8) e (9); 
esta soma, ou apenas a (9), é chamada a fórça de Lorentz: 


F=9E+2vxB (19) 


Muita fisica pode ser extraída da segunda lei de Newton, F = Ma, 
quando usada em conjunto com a Eq. (10); evidentemente, uma 
parte importante da história da física consistiu no estabeleci- 
mento destas duas equações. O fato de escrevermos, aqui, (10) 
como um fato experimental não nos dispensa da necessidade de 
discutia, profundamente, no Vol. II. 

Neste capítulo, admitimos que a energia cinética de uma par- 
tícula é dada por 1/2Mt?, e tratamos apenas de problemas em 
que os campos elétrico e magnético são uniformes. (Por uniforme 
queremos dizer independente da posição, e por constante queremos 
dizer independente do tempo.) Adiaremos a discussão do poten- 
cial e da tensão eletrostáticos até o capítulo 5. 


Necessitaremos, neste capitulo. dos seguintes valóres numé- 
ricos: - 
A velocidade da luz: 


c= 29979 x 10! cmscg. 


A massa m do elétron: 


m = 09107 x 10-78. 
A massa M, do próton 
M, = 1.6724 x 102 g 


Ao trabalhar com a fórça de Lorentz, (10), nas unidades CGS 
de Gauss, expressamos F em dinas: E em statvolts/em: r em cm/seg 
e B em gauss, Os seguintes fatóres de conversão, deduzidos no 
Vol. II, são usados para converter os valóres das grandezas expres- 
sas nas unidades MKS para as CGS: Obtemos a fòrça F em dinas 
multiplicando por 10º o seu valor em newtons. Obtemos E em 
statvolts/cm multiplicando o seu valor em volis/metro ou new- 
tons/coulomb por 10%/c = 1/3 x 1074. Dado um valor de E em 
volts/m, convertemo-lo em statvolts/cm, multiplicando por 
;300. Obtemos B em gauss multiplicando por 10º o seu 
valor em webers/m?. Não se preocupe demasiadamente, agora, 
sôbre estas conversões: use-as simplesmente quando necessárias. 


PARTÍCULA ELETRIZADA NUM CAMPO ELÉTRICO 
UNIFORME E CONSTANTE. A equação para a fòrça sôbre 
uma particula de carga q e massa M, num campo elétrico E, uni- 
forme no espaço e constante no tempo, é 


F=Ma-9E an 
De (11) obtemos 


(12 


que é uma equação que dá a aceleração da carga. Este resultado é 
bastante similar ao obtido para o movimento de uma partícula 
num campo gravitacional uniforme, F = —MgZ, na superfície 
terrestre, onde 2 é um vetor unitário que aponta para fora do 
centro da terra. Para o problema gravitacional, a equação de 
movimento é Ma = — Myz, ou a = — gz. Se você tiver uma difi- 
culdade inicial em visualizar o movimento de uma partícula num 
campo elétrico, pense, em vez disto, no movimento no campo 
gravitacional que aponta na mesma direção. Êste último é sempre 
tratado exaustivamente na fisica do curso secundário, É possível 


perceber, por tentativa ou por integração direta, que a Eq. (12) 
tem a solução geral 


= Ta + vol + To a3 
Recordemos a regra de diferenciação, segundo a qual 


ár aei aa 
Naturalmente, voce hå de perguntar de onde veio o têrmo 
Vol + fo, na solução (13). É claro que a expressão 


a " 15) 


por si só, satisfará à Eq. (12). Chamamos (12) de equação diferen- 
cial porque é uma equação que envolve uma derivada, nestè 
caso, a segunda derivada de r em relação ao tempo r. Da Eq. (15), 
resulta r = O para £ = O. Mas, nada existe na equação diferencial 
que diga que a particula deve estar na origem para £ = 0. A carga 
pode ter qualquer posição inicial rọ- Levamos em conta a posição 
inicial, não especificada na solução para r, incluindo um têrmo 
contante ro: 


no- er (16) 


Desde que ro é constante, podemos adicioná-lo à solução e a 
equação diferencial (12) continuará sendo satisfeita. 

A velocidade v é obtida diferenciando r com respeito ao tempo. 
Se tivéssemos (16) para r, teriamos 


vo-E-S EE, an 


para a velocidade; esta é nula para £ = O. Mas, nada há na equação 
diferencial (12) que obrigue a velocidade a ser nula em £ = 0; ela 
pode ter qualquer valor inicial especificado vo . Levamos em 
conta o valor inicial especificado da velocidade adicionando um 
têrmo vof à solução (16) para r. Éste têrmo não perturba a equa- 
ção diferencial, nem muda o valor inicial da posição. pois vo! = O 
quanto t = 0: êle satisfaz a condição inicial sôbre a velocidade, 
pois r agora é dado por (13), de onde 


vi = E (SE +w +10) = evo (s) 


Vemos que v = vo para t = 0, conforme exigido. A solução (13) 
satisfaz à equação diferencial (12) e às condições iniciais ou de 
contòrno sòbre a posição e a velocidade. 


Para uma partícula no campo uniforme E a 
acsieracão é constante: a = LE 


a velocidade cresce linearmente com o tempo: 
=at + ro, 


e o deslocamento s é proporcional ao quadrado 
do tempo: 
s= fudi = łat? + eot + %0- 


Deflexão de um feixe de elétrons por um campo 
elétrico transversal. 


Vetor velocidade v = o, + fe,- 


EXEMPLO. ACELERAÇÃO LONGITUDINAL DE UM 
PRÓTON. Um próton é acelerado durante um nanosegundo 
(= 107º seg), a partir do repouso, por um campo elétrico E, = | 
statvolt/em. Qual é a velocidade final? 

A velocidade é dada por (18): 


19) 


no caso do nosso problema isto se reduz a* 

nsin =n=0, (0) 
porque especificamos v = O para £ = O, Assim, a velocidade 
finalemt = 1 x 107º seg é, aproximadamente, 
e a (8 10519 ves) statvolsjem! x 107º seg) | 
(ai Rx 10) 

= 3 x 10º cm/seg 21) 

Note que (lues) x (1 statvolt/cm) = 1 dina = 1 g-cm/seg?. Usa- 
mos 2 x 1072 g como a ordem de grandeza da massa do próton. 


EXEMPLO. ACELERAÇÃO LONGITUDINAL DE UM 
ELÉTRON. Um elétron, inicialmente em repouso, é acelerado, 
através de 1 cm, por um campo elétrico de 1 statvolt/cm. Qual 
é a sua velocidade final? 

De (18), temos, com -e como a carga e m como a massa do 
elétron, 


mo =-SEM D= -gE ed 


Desejamos eliminar t e resolver para v, em função de x. É con- 
veniente formar v2 e então reordenar os fatôres usando (22): 


E ENEA 


= EELE] = (107°%(10) = 
= 10°" cm?/seg? e3 
Assim, a velocidade final é 
[os] = 10º cm/seg (8 


A figura no começo dêste capítulo sugere que esta velocidade 
pode ser considerada como não relativistica para muitas finali- 
dades práticas (exatidão de 1%). 


* A Eq (19) é uma equação vetorial; quando E (E, . 00) vo = O ela reduz- 
se a três equações em termos das componentes 


EXEMPLO. ACELERAÇÃO TRANSVERSAL. Após deixar 
o campo E, do exemplo precedente, o feixe entra numa região 
de comprimento L = 1 cm na qual existe um campo defletor 
transversal E, = - 0,1 statvolt/cm. Qual é o ângulo que o feixe 
forma com o eixo x ao deixar a região defletora? 

Uma vez que não existe agora uma componente x do campo, 
a componente x da velocidade permanecerá constante. O tempo z, 
gasto por um elétron na região defletora, é dado por 


ra=L 25 


ou, se vy = 10° cm/seg. 
Loi 


nT 


t = 107° seg e9 


A velocidade transversal, adquirida durante êste periodo, é dada 


e SRA A 
E = aan = 
= 5 x 10º cmíseg, em 


O ângulo 0, que o vetor velocidade final forma com o eixo x, 
é dado por tg 8 = 1,/t,. de modo que 


arcig (5) = arig Ea) =arctg0os (28) 


Agora, para ângulos pequenos, podemos fazer a aproximação 


0x arcigð (29) 
com Ø em radianos. De (28) vemos que 8 = 0,05 radianos. 

Estimando o valor do têrmo seguinte na série da expansão 
do arctg O podemos verificar o êrro acarretado pelo uso da apro- 
ximação (29). As tabelas matemáticas comuns fornecem as ex- 
pansões em série de funções trigonométricas. Assim, Dwight* 
505,1 dá 


« válida para x? < 1 (30) 


O têrmo xº/3, para x = 0,05, é menor do que o têrmo principal 
x pelo fator x?/3 = (0,057/3 = 107°, ou 0,1%, Este êrro poderá 
ser desprezado se fôr menor do que o experimental na medida 
de 8, Para ângulos pequenos, é também verdade que sen O = O 
ecos 0 = 1- $0. 


aretgx = x-5 + 
gx = - 


Por conveniência, quase tdas as referências a tabelas matemáticas serão 
feitas a H.B. Dwight, “Tables of integrals and other mathematical data 4º ed. (Mac- 
milian, New York. 1961). Existem numerosas e excelentes coleções compactas de 
dados matemáticos. Você poderá passar muito bem com qualquer uma delas. 
Você deveria ter também um manual de dados quimicos e fisicos, como o “Hand- 
book of Chemistry and Physics”, Chemical Rubber Publishing Co, e uma régua 
de cálculo de uns 25 em. 
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td) = fardo = a cos ot + tos 


Se 1,0) = 0, então 
EL 
“Mo” 


ou 


E 
- MEL -cos cm) dt + x(0) 
Se x(0) = 0, então 


PARTÍCULA ELETRIZADA NUM CAMPO ELÉTRICO 
ALTERNADO UNIFORME. Seja 


E=5E, = RES sen ox, 6n 


onde o = 2af é a freqüència angular e E? é a amplitude do vetor 
campo elétrico. Com freqüência, o expoente (°), sôbre E, será 
omitido se isto não introduzir ambigüidades. A equação de 
movimento é, da Eq. (12), 


excelente método de tentativas guiadas pela intuição fisica. 
Procuramos soluções da forma* 


x(t) = x, sen t + vot + Xo: 63 
diferenciando a (33) duas vēzes obtém-se 
GR adm, SE. (34) 
As derivadas do seno e co-seno são dadas por 
sen = cos e 


o gs Sen 8 =sen O 


aja Ba 


2 
cos O=-sen 0; djs cos b=—cos 0. 


* Aqui estamos compartilhando uma das ocupações mais comuns do fisico: 
a procura de soluções de uma equação diferencial sujeita a condições iniciais 
prescritas. Esta É uma arte na qual suposições intuitivas tem um papel importante. 
Raramente existem procedimentos matemáticos estritamente prescritos; comu- 
mente, o fisico se pergunta “O que poderá acontecer” ou “Que mais seria poss 
vel esperar?” No fim, o teste consiste em substituir a suposição na equação original 
e verificar se a solução funciona. Se a suposição estiver errida tente de nóvo: Su- 
posições inteligentes economiza tempo; mas, mesmo as erradas esclarecem o 
problema 

A equação (32) afirma que a aceleração de uma partícula carregada è uma 
função sinusoidal do tempo, se a fBrça aplicada o fr. Desde que a aceleração é 
oscilatória. o deslocamento também deve sèdo, pelo menos parcialmente. Por 
isto, incluimos em (33) um têrmo como sen e ou cos er, Escolhemos o sen t 
porque duas diferenciações sucessivas da função seno a reproduzem. O tërmo x 
deve ser incluído como o deslocamento inicial, Desde que devemos prover tam- 
bém uma velocidade inicial, adicionamos o térmo cys, que fornece qualquer velo- 
cidade inicial, inclusive a nula. O efeito do têrmo rer persistir em tempos poste. 
riares, como uma velocidade constante superposta à oscilante. A forma tyt Èa 
“única possível; uma potência mais alta de + não seria compatível com (32) 

Nota. Vemos de (38) que, neste exemplo, no contrário dos outros, t não é 
a única contribuição à velocidade para 


Assim, (33) é uma solução da equação de movimento (32), desde 
que 


es, 
ou 
“= em 
Substituindo (36) em (33) obtém-se o resultado 
x) = SEE, sem co + tot + xo. em 
A velocidade é 
wo- SE cos t + to, (8) 
assim, em t = 0 
amy 09 


Mo 


Não confunda r,(0). que é a velocidade em + = 0, com ro, que é 
a constante escolhida de modo a fazer que 7.(0) tenha um valor 
pré-fixado. Se escolher-mos a velocidade inicial como nula, 
deveremos ter 


=E. 


no (40) 
substituindo êste resultado em (37), temos 
SE a 2E, 

Mo) = sen ot + Gat + xo (41) 


Éste é um resultado um tanto inesperado: com as condições de 
contôrno v, = 0.em t = 0, o movimento consiste numa oscilação 
superposta a uma velocidade constante de gE,°/Mw. Isto se 
deve ao fato de que, neste problema em particular, a partícula 
nunca inverte sua velocidade: ela oscila sempre para o mesmo 
lado. Note que to não é igual a dt = O). neste problema; mas, 
xo é igual a xt = 0) 


PARTÍCULA ELETRIZADA NUM CAMPO MAGNÉTICO 
CONSTANTE. A equação de movimento de uma particula car- 
regada, de massa M e carga 4, num campo magnético constante 
Bé 


ay 


Consideremos o campo magnético orientado ao longo do eixo =: 
B=25 ` (43) 

Portanto, pela regra do produto vetorial 
[vxBL=05: [vxB)=-08; [vxBL=0 (4) 


Assim (42) passa a ser 


(45) 


Vemos que a componente da velocidade ao longo do eixo do 
campo magnético, o eixo z, é constante. 

Podemos perceber diretamente um outro aspecto do movi- 
mento: A energia cinética 


M? = LMv-v. (46) 


é constante, pois 
dk 
de 
porque v x B é perpendicular a v. Assim, um campo magnético 
não muda a energia cinética de uma particula livre 

Procuremos as soluções* das equações de movimento (45). da 
forma 


(4vxB)= 
eli 2) o (47) 


eS e x 
MOVA vi) = Mvi a 


vdi) =r, sen ot; vi) = D, cos ot. (48) 
Éste movimento é circular. Mas 

des — Poe] sem au 49) 

ds = om cos ut; Gr=com saot ( 


de modo que (45) se torna 


(51) 


«A equação (47) nos diz que K é uma constante; devemos concluir que |v 
também o é Isto sugere que tentemos uma solução que represente um movimento 
circular uniforme, no qual as componentes x e y da velocidade são sinusoidais, 
com diferença de fase de 2/2 É conveniente representar qB/Me como uma cons- 
tante única. que tem dimensão de inverso do tempo; as dimensões podem ser 
ficilmente deduzidas de (451. Esperamos uma solução que envolva uma rotação, 
para a qual esta constante está relacionada com a frequência angular o 
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esta relação define a assim chamada frequência de ciclotron o, 
como a freqüência do movimento da particula no campo mag- 
mético. Qualquer valor de v, satisfará (50). 

A frequência de ciclotron pode também ser deduzida de um 
argumento elementar. A fòrça magnética dirigida para dentro, 
4Bv,/c, fornece a aceleração centripeta necessária para o movi- 
mento circular da particula. O módulo da aceleração centrifuga 
é v3jr ou wir, porque 07 = v, - Assim 


Ee Mor, D 
de onde o, = qB/Mc. 
Com que se parece a trajetória? Encontramo-la por tentativa, 
ou integrando as expressões (48). com w = «,. 
x) = xo — p cos wu; x= xo = qo cos od; (53) 
NO = so tp sem mdi vm so + E sem adi (58) 
alt) = zo + pyt- 65 


Vemos que a projeção do movimento sôbre o plano xy é um 
circulo em tôro do ponto xo, yo- O raio do circulo é 


(56) 


O raio p é, às vêzes, chamado raio de ciclotron. O movimento 
resultante da particula é uma hélice em tôrno do eixo coincidente 
com B; a componente da velocidade paralela a B é constante. 


Note que 


cM, 
a 


Bp= (57) 


onde Mr, é o momento da particula no plano perpendicular 
a B. Esta é uma relação importante; veremos, num capítulo pos- 
terior, que ela será válida nas condições relativísticas, se escre- 
vermos o momento relativístico p em lugar de Mr; - Esta relação 
pode, portanto, ser usada para determinar o momento de uma 
partícula de energia muito alta. 


DIMENSÕES. É um bom costume verificar sempre às di- 
mensões de ambos os lados de uma equação final, que devem 
ser idênticas. É uma maneira fácil de achar erros. Do lado di- 
reito de (57) temos 


101 


Uma carga positiva q, com velocidade inicial 
v LB uniforme, descreve um circulo, com velo- 
cidade constante v e de raio p = cMv/gB. 


Uma carga positiva q descreve uma hélice de 
passo constante num campo magnético uniforme 
B. A componente da velocidade v; paralela a 
B é uma constante. 


ha 


Fotografia tirada numa câmara de bôlhas da 
trajetória de um elétron rápido. O e! 
por bai 


à esquerda, sendo 


perdas de dev 


Me] [RATIO] [ME] 
In] á 58) 
T T| ILT | q | lar f i 
L nteses denotam 
da gr querdo de (57) 
ro - [ME] am 
porqu fòrça de Lorent 
dime no nidades gaussiano, sã 
ôrça di carga. Vemos que as dimensões em ( 


EXEMPLO. FREQUÊNCIA DE ROTAÇÃO. Qual é a fre- 
aiiência de rotação de um elétron num campo magnético de 
10 quilogauss ou, 1 x 10º gauss? (Um campo de 10a 15 quilogauss 
é típico dos eletroimãs de núcleo de ferro comuns de laboratório.) 

Temos de (51) 


2 eB (5x 107900) 5x10% PAR 
O = me * O TIO x 1019) E 3 x 1077 ~ 2 X 10 seg"! 
(60) 
A fregiiência correspondente, chamada v, é 
Dea 3x 101º cps, (61) 


2x 


que é equivalente a um comprimento de onda eletromagnética 
no vácuo de 
3x10 


Jap! m (62) 


A freqüëncia de rotação de um próton, op} é mais baixa 
do que a de um elétron, no mesmo campo magnético, pela relação 
de 1/1836 entre a massa do elétron e a do próton. Para o próton, 
num campo de 10 quilogauss: 


E (63) 


O sentido de rotação do elétron é oposto ao do próton porque 
suas cargas têm sinais opostos. 


EXEMPLO. RAIO DA ÓRBITA. Qual é o raio da órbita 
de um elétron que se move com velocidade de 10º cm/seg. perpen- 
dicularmente a um campo magnético B de 10 quilogauss? 

Temos para o raio da órbita, usando (60), 


2 s sign 5 x 10 cm. 169) 


p 


O raio da órbita do próton de mesma velocidade é maior pela 
relação M/m. 


p=(5 x 10442 x 10%)= 1 em (65) 


FOCALIZAÇÃO MAGNÉTICA A 180°. Faça um feixe de 
partículas cletrizadas penetrar numa região na quil existe um 
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O campo magnético como seletor de momentos. 


Focalização a 180° num campo magnético. lons| 
de momentos iguais e direções diferentes são 
focalizados quase juntos. 


Diagrama que mostra os detalhes da focalização 
num seletor de velocidades a 180°. 


campo magnético uniforme B perpendicular ao feixe. As par- 
tículas serão defletidas, com o raio de curvatura dado pela re- 
lação Bp = (c/g)Ms,, onde v, é a componente da velocidade no 
plano normal a B. Se examinarmos o feixe num ponto qualquer, 
digamos depois de uma rotação de 180°, percebemos que êle se 
espalha no plano-do movimento porque as diversas partículas 
de massas e velocidades diferentes têm diferentes raios de cur- 
vatura. 

O arranjo usado é um seletor de momento, que é um dispo- 
sitivo para obtenção de um feixe de partículas de momentos 
estreitamente iguais, se tôdas as partículas tiverem a mesma carga 

q. Uma vantagem do uso da deflexão de 180° é que particulas 
de momentos iguais, mas que atravessam uma fresta de entrada 
sob ângulos ligeiramente diferentes, são trazidas a um foco 
aproximadamente comum após esta deflexão. 

A precisão da focalização é puramente um problema de geo- 
metria. Considere uma trajetória que forma um ângulo inicial 
com a trajetória ideal. A distância da fresta de entrada, à qual 
ela baterá na área do alvo, é dada pela corda C do circulo de 
raio p. A diferença de comprimento entre o raio e a corda é 


20-C=2p(1 — cos 0) = pf? (66) 
onde usamos, para O pequeno, os dois primeiros têrmos na ex- 
pansão do co-seno em série de potências: 

e. e 

ata 
conforme se encontra nas tabelas padronizadas (Dwight 415,02). 
Se medirmos o poder de focalização angular por 


cos 0 = (67) 


ar, (68) 
teremos para O = 0,1 o valor 
E. 5x 1073, (69) 


Isto mostra o efeito focalizador. 


O PRINCÍPIO DA ACELERAÇÃO DO CÍCLOTRON. 
Partículas eletrizadas, num ciclotron padrão, movém-se em 
órbitas aproximadamente espirais, num campo magnético cons- 
tante, conforme descrito na nota histórica no fim do capítulo, 
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Elas são aceleradas, a cada meio ciclo (x radianos) por um campo 
elétrico oscilante. O requisito para aceleração periódica é que a 
freqüència do campo elétrico deve ser igual à frequência de 
ciclotron das particulas. 
A frequência de ciclotron do próton, num campo magnético 
de 10 quilogauss, é 
eB (5 x 107910) 
a a 1070) 9 1 10º sex 


+» 00) 


ou f, = œ,/2r = 10" cps = 10 Mc/seg A fregiência será inde- 
pendente da energia da particula enquanto a velocidade fôr não 
relativistica. 

Em cada ciclo de operação do ciclotron a particula recebe 
energia do campo elétrico oscilante. O raio efetivo da órbita 
cresce com o aumento da energia, pois 

z _ JEM, 

e = TES w 
onde E denota agora a energia. A energia de um próton não rela- 
tivistico, num campo magnético constante, é limitada pelo raio 
externo do ciclotron: com œ, = 1 x 10° seg" er, = 50 cm, 
temos v = o,r, = 5 x 10º cm/seg. ou 


E= {Mpo x 10-H(5 x 10°% = 25 x 107 ergs. (72) 


Esta velocidade é, na prática, suficientemente não relativistica 
para a operação de um ciclotron convencional. 


LEITURAS COMPLEMENTARES 

PSSC, caps. 24 (parigrafos 1-5} 28 (parágrafos 3-5) 29 (parágrafos 1, 2,7, 12) 
e 30 (parágrafos 2, 3, 8, 9) 

L. Hopf "Introduction to the Diferencial Equations of Physics” (Dover, New York, 
1948), Uma introdução compacta e agradável às equações diferenciais que 
requer pouca preparação matemática e está bem adaptada para o estudo 
independente. 


LISTA DE FILMES 


“Massa do Elêtron” (18 min) E. Rogers (PSSC-MLA 0413) Mostra a deflexão de 
um elétron. 


PROBLEMAS 
Nota: Dê sempre as unidades com as suas respostas; uma resposta sem uni- 
dades não è uma resposta ao todo. 
1. Prótom num campo elétrico-firça. Qual é o valor em dinas da fòrça sôbre 
um próton de carga e num campo elétrico E = 100 statvoltsicm? 
Resp. 48 x 105 dinas 


Vista em corte de um ciclotron convencional de 
baixa energia, que consiste numa fonte de ions 
S. eléirodos aceleradores ôcos (De, , De). e 
defletor. Todo o aparelho está imerso num campo 
magnético vertical homogêneo B (dirigido para 
baixo). O plano da órbita da particula é hori- 
zontal, sendo também o plano médio dos des. 
O campo elétrico acelerador de rf está confinado 
ao espaço entre os des. | 


Condição de ressonância no primeiro ciclotron 
(11 pol de diâmetro). A escala vertical representa 
o comprimento de onda no vácuo da fonte de 
potência rf dos eléirados aceleradores (des), As 
curvas representam as relações teóricas para fons 
H* e H;; os círculos são as observações expe- 
rimentais. (Lawrence and Livingston, Phys. Rev. 
40, 19, 1932). 


2 Prótor mum campo magnérico-fôrça. Sob as condições seguintes, qual é o 
valor (em dinas) e a direção da fòrça sôbre um próton de carga e num campo 
magnético B de intensidade de 100 gauss, dirigido ao longo do eixo =: 


a) Quando o próton está em repouso? Resp.: O dinas 
b) Quando o próton se move ao longo do eixo x com velocidade v = 10º % 
cmjseg” Resp. —16 x 10-15 dinas. 


à Energia cinética de um elétron. a) Quais são os valôres do momento (em 
& cm/seg) e da energia cinètica (em ergs) de um elésron cuja velocidade é v = 10" È 
mise? (Lembre-se que a energia cinética de uma particula de massa M é dada 
por $} ME) 

b) Um elétron é acelerado do repouso por um campo elétrico de 001 stal- 
voltem, que age por $ cm. Qual é a sua energia cinética final em ergs? 

Resp. 24 x 105% ergs. 

4 Morimento licre de um elétron. Dado que em t = O a velocidade de um elè- 
Mron é v = 10° & caneg € a sua posição é r = 100 5 em; ache o vetor posição 
em += 0,1 seg Não há campos extemos presentes Resp. 10° È- 10 j em. 

$. Elon num campo eléirico-aceleração. Com os dados do problema 4 em 
+= 0, mas, agora com um campo elétrico E = 1072 & stavolts/em; ache os ve- 
tores posição e velocidade em 1 = 1x 107º see 

é. Eltron man campo magnético-aceleração. Com os dados do problema 4 
em 2 = 0, mas, agora com um campo magnético B = 100 è gauss c E = 0: 

a) Ache o vetor posição em (= 1 x 10! seg 

b) Ache o vetor momento tanto para + =0 Como para 1 = 1x 10°" seg- 
dê o seu módulo, direção e sentido. 

7. Campo elétrico a contrabalançar a gravidade. Qual a intensidade do campo 
léxico que imprimirà a um elétron a aceleração de 980 cm/seg, que é a aceleração 
da gravidade? Resp. 1,86 x 102º statvohs/em. 

X Relação entre as förças elétrica e graitacionl entre dois elétrons. O módulo 
a fòrça eletrostática entre dois eéra é e;r, o da fòrça gravitacional Gm, 
onde G = 667 x 10 * dinas. cmg”. Qual é a ordem de grandeza da relação 
entre as fòrças eletrostática e gravitacional ente dois cléroms? Resp. 10°. 

9. Campos elétrico e magnético erizados. (veja o Tópico Avançado 1) Uma 
partícula eletrizada se move na direção x, através de uma região na qual existe 
um campo elétrico E, e um campo magnético perpendicular B, Qual é a condi- 
ção necessária para assegurar que a fôrça resultante sôbre a partícula seja nula? 
Mostre os vetores v, E e B mum diagrama. Qual é £, se £, = 10 statvolisiem e 
B, = 300 gauss? Resp. ty = 1 x 10 cm/seg 

10. Defexão entre as placas de tm capacitor. Uma particula de carga q e massa 
M e velocidade inicial roê entra num campo elètrico -L5. Admitimos que E é 
uniforme, ië seu valor è constante em todos os pontos da repião ente as placas 
de comprimento L (salvo pequenas variações perto das bordas das piscas que 
serão desprezadas! 

a) Que fòrças agem. respectivamente, nas direções x e y? g 

Resp. P, = 0: F, =- gE}. 
dy Poderá uma föra na direção v influir na componente x da velocidade? 

e) Ache, é 1, como funções do tempo e escreva a equação vetorial comple- 

Es 
ta para vid. Resp rã 


d) Escolha a origem no ponto de entrada e escreva a equação vetorial com- 
pleta para a posição da partícula em função do tempo, enquanto ela estiver entre 
as placas. 
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11. Continuação do problema precedente. Se a particula do problema 10 för um 
elétron de energia inicial de 10-1º ergs, a intensidade do campo elétrico é 001 
statvolts/cm e L= 2 cm, ache: 

a) O vetor velocidade quando a particula deixa a região entre as placas. 


b) o ângulo (v, 5) quando a partícula deixa as placas. Resp LT 
6) O ponto de intersecção entre o eixo x e a velocidade da particula, quando 
cla deixa o campo. Resp. 1 em. 


12. Campo elétrico de uma carga puntiforme. A intensidade do campo elétrico E 
à distância r de uma carga puntiforme q, é dada, em unidades CGS, por g/r?, e 
está dirigido radialmente para fora para q positiva e para dentro para q negativa 

a) Escreva uma relação vetorial para E. 

b) Uma carga de q = 2e, correspondente à de dois prótons, é colocada no 
ponto A(1, 2, 3), Ache a intensidade do campo elétrico no ponto B4, 5, 10) A 
unidade de comprimento é o centímetro. 

13. Tempo de trânsito de ions. Um pulso de ions simples de césio Cs* é acele- 
rado a partir do repouso por um campo elétrico de 1 statvolt/em que age ao longo 
de 033 em, e depois viaja 1 mm, em 87 x 10? seg, num espaço evacuado e li- 
vre de campos. 

a) Deduza dêstes dados o valor da massa atômica do Cs*. 

Resp 24 x 10 g 

Compare com os valôres que poderá encontrar em tabelas, manuais ou livros. 
de quimica. 

b) Qual seria o tempo de trânsito de um próton pela região de 1 mm? 

Resp. 72 x 10º seg 

d) Idem para dèuterons. M; = 32 x 1072* g Um déuteron é um próton mais 
um nêutron. 

d) Seria possível distinguir entre o dêuteron e a partícula alfa nesta experièn- 
cia? A carga sôbre a particula a é 2e. 

14. Particulas carregadas no campo magnético uniforme. Um elétron © um 
próton são acelerados por um campo elétrico de 1 statvoli/em, que age ao longo 
de 10 cm; entram, então, num campo magnético uniforme de 10.000 gauss num 
plano perpendicular ao campo. 

a) Qual a frequência de ciclotron de cada particula? 

b) Qual é o raio da órbita circular de cada partícula? 

Resp R, = LÄ x 103 cm; R, 

15. Monopolos magnéticos. Monopolos magnéticos ou pólos livres nunca (até 
a data em que isto é escrito) foram observados experimentalmente. Dirac avançou 


denotado por g). se existir, deve ser um mältiplo inteiro de -+ "y, ou vêzes a 


carga elementar e. Então, se tomarmos o inteiro como unidade 


s= [E essa 105º ves. 
Se monopélos magnéticos puderem ser produzidos em colisões de partículas em 
altas energias, acreditamos que, então, seriam produzidos números iguais de mo- 
nopólos norte e sul. 


* A notação A(I, 2, 3) refere-se ao ponto A cujas coordenadas cartesianas são, 
respectivamente, 1, 2 € 3. 
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Considere uma carga positiva q em repouso na 
origem, num campo elétrico e magnético cru- 
zados. 


E 
5 


A aceleração inicial de qéa = 


Tão logo que q adquire uma velocidade na direção 
de E, passa a sofrer uma fòrça F = (a/c) x B. 
A òrbita encurva-se então na direção (-3).... 


E E E at des 
End ereções 

ES Se EE 
E rare Eta 
(E = 5 x 10%/300 statvolts/cm). Resp. 80 x 107" dinas. 

ne pe ir do ed 
o rd po a e a 
a ao a arg as as 
ço eo 

DES Lai 
q 

TR 


onde r è o raio de curvatura do elétron no campo magnético transversal. O raio 
de curvatura é o raio do circulo que coincidirá com a parte curva da trajetória. 
b) Se R för o raio dos pólos do imã, então x = 2R quando 7 » R. Use a expan- 
são binomial para mostrar que y = 2Rºr. 
17. Aceleração mon ciclotron. Suponha, num ciclotron, que B = 8 e 


E -Ecsos E,=-Esa wti E, 


com E constante. (Num ciclotron verdadeiro o campo elétrico não é uniforme no 
espaço) Vemos que o vetor intensidade do campo elétrico varre um circulo com 
freqüëncia angular e, Mostre que o deslocamento de uma particula é descrito por 


«E 
ag (O em d + cos os 
4 
Hog 08 0-300 co 
0, a particula está em repouso na origem. Esboce os primeiros ciclos 
do deslocamento. 


o= 


w= 


TÓPICO AVANÇADO 1. PRÓTON NOS CAMPOS ELÉTRICO E 
MAGNÉTICO CRUZADOS. 


Este é um exemplo importante que pode ser ficilmente resolvido. Seja B = É 
se E for perpendicular a B temos, da equação da força de Lorentz (10) e da defi- 
nição (51) de w as equações de movimento 


É Esto p=- E-on 00 o: 
mta A o3 


O campo elétrico está no plano xy e o magnètico é paralelo ao eixo =. Uma sol- 
ção especial destas equações é, com «o, JE 
E s0; o= const aa 


Encontramos esta solução por curiosidade, procurando por uma solução com 
v = 0. Note que, neste caso especial, a particula não se acelera. Os campos clê- 
trico e magnético cruzados agem aqui como um seletor de velocidade para par- 
tículas de velocidade v, dada por (74); tais particulas passam através do aparelho 
sem deflexão. Esta solução sugere que procuremos uma solução geral de (73) 


e q chega finalmente ao repouso em P, um ponto 
do eixo y. Ela começa então um nóvo ciclo de 


movimento. 
sob a forma 
E 
ndo = ndo: edh =o- es 
Aqui né a letra grega eta Substituindo (75) em (73, obtemos 
tom d=-0n a 
Ee conjunto de equações é idêntico no (45) Portanto 
Bd = n, sen wa: ma 
E 
B40 = ea cos o- SE em 
cu) = const ma 


O movimento descrito por (77) parecerá circular (ou helicoidal) a um obser- 
vador que se mova com velocidade constante 


v- (n-So) o9 


na direção y. A partir dêste sistema de referência mòvel, o próton parece enxergar 
apenas um campo magnético e um campo elétrico nulo. Compare (78) com (74) 


EXEMPLO, ANALOGIA COM A CICLÔIDE. O movimento no referencial 
do laboratório é semelhante ao de um ponto sôbre a circunferência de uma roda 
que rola na direção y sem escorregar (i e, uma cicóide comum) se a distância. 

(é E E) 

Bh a 
avançada num periodo (2x2) fòr igual à circunierência 2xp. Pela (57) temos 
para a circunferência 


mo, 
Itualando os lados diretos de (79 e (80) temos 

EA m 

a ge ba 
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A ôrbita é uma ciclóide comum (quando a par- 
ticula parte do repouso), e q tem uma velocidade 
cE 


média para direita de V= ©. 


B 


A ciclóide comum é traçada por q sôbre a cir- 
“cunferência de um circulo que rola sôbre uma reta. 


E EE 
Sen en 


Mas, V= cE/B, de modo que a condição (82) pode ser escrita como 
é exatamente o que esperariamos para rolamento sem escorregamento éste movi- 
mento é obtido se a particula parte do repouso. Apenas para o caso da velocidade 
especial v, = cE/B, podem 2.) e oí) ser simultâneamente nulos. Ao rolar sem 
escorregar, o ponto da roda, em contato com o plano, é o único em repouso. 


TÓPICO AVANÇADO 2 TRANSFORMAÇÕES DO SISTEMA DE REFE- 
RÊNCIA. Quando tratamos da trajetória do próton" em campos elétrico e mag- 
dao ap 
SÉC E CRE. 
Es 

ai o 
O ee aa s 
mr epi 


E 
E, 7 
hg.) w 


um observador vê um movimento circular simples. Aqui, adicionamos a (83) a 
velocidade segundo o eixo z (que é a direção de B), igual à componente da velo- 
cidade constante da partícula naquela direção. Passando ao sistema móvel, sim- 
plificamos enormemente a descrição do movimento da particula. No sistema do 
laboratório a projeção do movimento sôbre o plano xy é uma ciclóide** — co- 
mum, prolata ou curtata — conforme cE/B seja igual menor ou maior do que 
a projeção z, da velocidade da particula sôbre o plano xy. O referencial no qual 
o movimento é circular é, claramente, o sistema de referência natural para a dis- 
cussão do movimento. 

A ferramenta intelectual individualmente mais poderosa conhecida na fisica é a 
transformação do sistema de referência do qual observamos um processo. O essencial 
da fisica e a simplicidade essencial de um dado processo são freqiientemente exi- 
bidos apenas após uma transformação adequada de sistema de referência. Usual- 
“mente, a execução da transformação é simples. O estudante sómente poderá ter 
dificuldades se esquecer o que deve ser transformado, o evento*** ou o referencial 


* Escolhemos o próton como a particula apenas para fazer uma escolha defi- 
nitiva do sinal da carga. 


++ Uma ciclóide comum è curva traçada por um ponto, sôbre a circunferência 
de um círculo que rola sôbre uma reta; uma ciclóide prolata é traçada por um 
ponto sôbre a extensão do raio, além da circunferência; e uma ciclõide curtata é 
traçada por um ponto sôbre o raio, mas dentro da circunferência. 


*+* É bastante fácil reconhecer quando o evento (ou o processo) deve ser 
transformado; por exemplo, quando dizemos, “Mude o sinal de tódas as cargas, 
substituindo e por -e” ou “Inverta o sinal de todos os campos magnéticos, subs- 
tituindo B por -B” ou, “Invirta a direção de tôdas as velocidades, substituindo 


v por =v: 


no 


do qual éle é observado. Quase sempre, no como dëste curso, dere ser transfor- 
mado o referencial. O processo ou evento ocorre independentemente do sistema de 
referência — é apenas a descrição do processo, relativa ao sistema de referência 
que varia quando èle è mudado. O Cap. 3 fornece uma discussão das hipóteses. 
admitidas ao fazer uma mudança de sistema de referência. Adquiriremos, agora, 
“um pouco de prática na tècnica de fazer uma transformação simples. 
Considere um exemplo concreto da maneira pela qual muda a descrição de 
um processo ao mudar o sistema de referência. O movimento geral de uma par- 
ticula eletrizada em campos elétrico e magnético cruzados é dado por (77): 


Dd) = t sem we: Ga) 
Bi) = e, cos wg: (85) 
e) = const. es 


ste é o movimento no sistema de laboratório — isto É o sistema no qual os imãs 
€ 0s capacitores que produzem os campos B e E estão em repouso. 

Agora, transforme para um referencial que se move com velocidade uniforme 
em relação ao laboratório e o seu aparelhamento. Mudamo-nos para o referencial, 
em particular, cuja velocidade relativamente ao laboratório é, a (£4) Na notação 
vetorial usual, a (84) é escrita 


Er 
Bi tê co 


v 


Admitimos que Vie 4 1, de modo que o problema não é relativistico. 
Em primeiro lugar, precisamos de uma notação clara de modo que saibamos 
sempre de que sistema estamos falando. Concordemos em designar com linha as 
grandezas medidas no sistema móvel. Para passar da velocidade v, medida no 
sistema móvel, à v medida no sistema de laboratório, adicionamos V a v: 


v+v=r em 


Devemos ser claros, aqui, quanto ao sinal de V, e isto é fàcil. Suponha qu: a par- 
ticula esteja em repouso no sistema móvel; então v = 0. Mas, conforme se observa 
do sistema do laboratório, a particula tem a velocidade V do sistema móvel, de 
acôrdo com (&7) Éste tipo de teste é extremamente valioso para esclarecer os 
problemas de sinal nas equações de transformação. 

Com as transformações (87) aplicadas a (85), temos. 


Be) = v, sem mi (884) 
Ppi = r, cos ou; em 
e=. (88 


Fomos cuidadosos e em v’, etc, pusemos as linhas tanto em + como em x. Mas, 
como não há rotações de referencial envolvidas, os cixos x, y, 7 são paralelos aos 
5: O movimento (88) é circular, com frequência angular w», exatamente como 
se, no referencial móvel, a partícula sofresse apenas a ação dum campo magnético. 
Voltaremos, com frequência no Vol. I, ao comportamento de campos elétricos e 
magnéticos em sistemas de referência móveis. 


m 


Observemos q do referencial S’, obtido do refe- 
rencial S por uma transformação Galileana. 


Em S, q descreve um circulo com velocidade V 


Assim, E = O em S', onde existe apenas o campo 


magnético B. 


Os números reais são ficilmente representáveis 
por pontos do eixo horizontal, .. 


e os números imaginários por pontos do eixo 


vertical. 


Um número complexo z = x + iy é representado 
por um ponto do plano “complexo”, ou plano 
=. Repare que o número +i é representado por 
uma distância +1 na direção y. 


Para sermos completos, consideremos as coordenadas de posição da particula. 
No sistema de laboratório, integramos (89) a fim de obter a trajetória: 


ai= 20 +08 189o) 


A trajetória no sistema de referència com linha é um circulo de raio p = 1/0, 
se em função de xo, Yo» Zo precisamos conhecer 
a distância entre as origens 0 e 0 dos dois sistemas, no instante t = 0: se em r = O 
as origens coincidirem, então (x, y.+ z6) = (xos Jos Zo). 

Acabamos de examinar o mesmo processo visto de dois sistemas de referência. 
No sistema do laboratório o próton se move numa complicada órbita cicloidal, 
sob a influência dos campos elétrico e magnético cruzados. 


ES e 
ME = EtivaB on 
No sistema com linha, que se move com a velocidade especial V em relação 
ao sistema do laboratório, a partícula se move como se o campo magnético fòsse 
© único presente. 


o 


onde admitimos que B = B' na região não relativistica. 


NOTA MATEMÁTICA. NÚMEROS COMPLEXOS, 

A discussão matemática do movimento osciatório e, em particular, a análise 
dos circuitos ca são facilitadas pelo uso de números complexos. Um número 
complexo = pode ser escrito 

s=atih oa 
onde a e b são números reais ordinários, e i a raiz quadrada de menos um. 


ay as 


A pante real de z è escrita como Rolz) e é igual a a 
igual a b. Isto é uma questão de convenção; seria supériuo dizer Im) = ib, de 
modo que dizemos Im(:) = b: assim z = Reliz) + lmz} 


Para adicionar dois números complexos, forme 
nen=la+ ita ti) tath rh) 09 


Para multiplicar dois números complexos forme 
musa = (ay + ibo)las + iba) = dia + asda + dando = Pra: (06) 


usando P = 1, temos. 
Riza = (aada baby) + Kasba + ash) em 


Para disidir, desejamos, usualmente. manipular o quociente de modo que o 
denominador seja real 


a md 
mm tiby 


faças + byb:) + Kasb, + aiba) 
aF bo E 


O complexo conjugado =* de qualquer número complexo é definido trocando 


o8 


o sinal de 1 onde quer que apareça. Se == a + ih, então 
2 = aib es 
O produto de um número complexo pelo seu conjugado è um aúmero real po- 
sítivo: 
medh uoo) 


Definimos o módulo de = como sendo 


O valor absoluto |z| do número z é a distância O complexo conjugado dez = x + iyëz* = x- iy. 
da origem ao ponto =: pelo teorema de Pitágoras, Obviamente |z| = |=*|. 
lal = 68 + 72, 


Adição de números complexos: Se z, = (x, + iy,) Adição de vetores. Os vetores também são adicio- 
ez, = (xa + iyahentãoz = z, + z: = (x, + x3) + nados “componente por componente”. Por isto, 
+ ily, + y3). Note que isto é verificado no de- uma vez que a regra do paralelogramo é válida 
senho. para a adição vetorial, ... 


ela também é válida para a adição de números Por exemplo, z + =* = 2x, um número real. 
complexos. 


Anúlogamente, a subtração de números complexos. Por exemplo, z - :* = 2iy, um número imagi- 
é obtida ficilmente da regra do paralelogramo... mário. 


Estas definições tornam-se mais intuitivas quando representamos geomètri- 
camente o número completo z = x + ix. Seja x o eixo real c y o imaginário. Èn- 
tão, |z| é a distância da origem O a z, € Rez), Im(z) são as projeções da reta Oz 
sôbre os dois eixos. Na representação gráfica, a adição de múmeros complexos 
obedece à ei do paralelogramo; éste resultado é confirmado analiticamente. Os 
números complexos têm algumas das propriedades dos vetores no espaço bi- 
dimensional. 

Seja 9 o ângulo entre Oz e o cixo real; então, podemos representar qualquer 
número complexo = = x + iy na forma 


z= |z| (cos q + i sen q) aon 
onde 


x=rosp e o uoy 


Introduzamos a relação importante que liga a exponencial. o seno, e o co-seno 
e” = cos p + i sen p, os) 


ela segue da expansão em série dos três têrmo então a (101) pode ser escrita como 


=la”. nos 
dizemos que p é o argumento de z, e | =| É o módulo de = Esta forma é particular- 
mente adaptada para a representação da amplitude e fase de uma oscilação. A 
multiplicação e divisão de números complexos aparecem, agora, sob formas mais 
simples 


ata=|n] |n/ eme; os) 


Lilo, 


dos 


Estas formas são bem adaptadas a cálculos numéricos. Da representação gráfica 
de um número complexo como um vetor, vemos que a sua multiplicação por um 
outro número complexo é equivalente a esticar 0 vetor e giá-lo depois. Os re- 
suitados são independentes da ordem destas operações. 

Os números complexos de módulo unitärio, (|=| = 1) jazem sôbre o circulo 
unitário em tôrno da origem do plano complexo definido por z = x + iy e têm 
a forma (103) Usando (103) e (105) deduzimos a fórmula de Moivre: 


(cos p + i sen gP = ("Y = er = cos np +i sen mp, (107) 


que, igualando separadamente as partes reais e imaginárias, nos dá, diretamente, 
as equações para o seno e o co-seno de ângulos múltíios. 


ns 


podemos escrever qualquer número complexo na 
forma polar: = = ré”. 


Em particular, se |z| =r = 1, o número z jaz 
sôbre o círculo unitário. A forma polar é muito 
conveniente 


Conforme vimos acima, z + =* = 2x. Assim Andlogamente, z — =* 
E + e = 2 cos o, ou 


2iy, de modo que 


"j 


T 
sen Tiga 
cos q = Rad 


EXEMPLO. Ache as equações para o sen 3 e cos àp. Da fórmula de Moivre 


comn=2, 
A (EF = (cos o + E sen g)? = eè = cos 2p +i sen do (108) 
cos? p-sen? o + 2i cos q sen q = cos 3p- sen 2p (109) 
Igualando as partes real e imaginária de ambos os lados de (109), temos os re- 
sultados 
| cos? q-sen? q = cos 2p a 
20084 sen q = sen 2p um 


Muita trigonometria resulta, natural e fácilmente, do uso da fórmula de Moivre. 
Como exercício, use (103) para estabelecer as identidades importantes. 


ua 


Uma equação em números complexos deve ser satisfeita, separadamente, pe- 
las suas partes real e imaginária. Assim, podemos tratar uma oscilação real, 
$ = cos ct, na forma complexa 4 = e~", e extrair a parte real no fim do cálculo. 
Podemos fazê-lo livremente quando não estão envolvidos produto de números 
complexos — isto é desde que as equações sejam lineares nestes números. Mas. 
é necessário tomar muito cuidado com os produtos: suponha que estejamos inte- 
ressados no produto xyr; de duas grandezas reais. Se escrevermos. 


nenti n=mtin ua 
a parte real do produto será 


Relz,za) = ixa r2» ua 
e isto não é igual ao produto das partes reais 
Rezi) Retas) = xaa. us 


Embora a notação complexa seja muito conveniente para solução de equações 
diferenciais lineares e na análise de circuitos lineares, deve ser usada com cuidado 


ns 


Examinemos um número complexo sôbre o cir- 
culo unitário. Aqui q = 0, 


Agora ọ = 2z. Voltamos ao ponto de partida. Para ọ > 2x temos novamente 
direi = a” 
Assim e é” é uma função periódica de periodo 21. 


Sex = nét es = ne"? então 
rennend» 


Um outro exemplo: ão id li do 


` Os números complexos desempenham um papel 
importante na teoria das oscilações. Uma osci- 
lação cos wt pode ser representada como uma 
combinação linear de números complexos gi- 
rando em direções opostas: 


E 


e aqui estão as três raizes do polinômio g(z) = 
= => + 1. Verifique os dois últimos exemplos. 


no cálculo de grandezas bilincares, como a absorção de potência e fluxo de energia. 
Por esta razão, o manual de laboratório dêste curso faz um uso relativamente 
reduzido dos números complexos. Mas, sem os números complexos a fisica quân- 
tica seria dificilmente manejável. 

EXEMPLO. Ache a resultante das oscilações W, = cos ax e Y; = cos 
(© + So). Na forma complexa 


hithe yeter 
m (EPA 4 tatty et te 


= Moos Son/2) ereto, 
usando a identidade (112) Assim 
cos at + cos + Soy = Rel, + 45) 


2 ootte (o + 
co (o 


Se Anja Tòr pequena em comparação com a unidade, (Ao « 1), a superposição 
das duas oscilações produzirá uma modulação vagarosa da frequência fundamental 


EXEMPLO. Considere as equações diferenciais copiadas 
ison: à=-08 us 
Elas descrevem o movimento de uma particula cletrizada, num campo magnético 


“uniforme dirigido segundo o eixo z. Multiplique a segunda destas equações por 
-i e adicionea à primeira para obter 


ipi, = ode, + im) 9 
definimos 
a9 
de onde (119) passa a ser 
de 
tom, uz 
cuja solução é 
= Adema, am 
onde A é q são constantes. Tomando as partes real e imaginária, 
E, = Reto) = A cos (04 +g); 
= Ut) = A sen (ot + 9). a23 


PROBLEMAS SÓBRE NÚMEROS COMPLEXOS. 


Lasen=-S+Hen=S qual èz +z? 
b) O que ê z7? 


9O qe ën +z”? 

dO que é 2,5: 

90 que é za? 

2 Exprima tódas as respostas do Probl. 1 na forma polar |z|". 
RES 

3. Mostre, elevando ao quadrado ambos os lados, que yi =--> 


4 Qual é a raiz quadrada de == 4 +97 


120 


NOTA HISTÓRICA. INVENÇÃO DO CÍCLOTRON, 


A maioria dos atuais aceleradores de partículas de alta energia descende do 
primeiro ciclotron de 1 Mev, construído por E. O. Lawrence e M. S- Livingston. 
no LeConte Hall de Berkeley. O ciclotron foi concebido por Lawrence; a concep- 
ção foi publicada pela primeira vez por Lawrence e Edlefsen. numa conferência. 
resumida em Seienoe 72, 376, 377, (1930 Em 1932, os primeiros resultados eram 
publicados num belo artigo na “Physical Reriew”, a principal revista de fisica da 
“American Physical Sociery”. Embora esta revista exija que todos os artigos sejam 
acompanhados de resumos informativos, poucos são tão claros e informativos. 
como o reproduzido aqui do artigo de Lawrence e Livingston. Também estão 
reproduzidas duas figuras do artigo original. Professor Livingston está agora no 
MIT, o Professor Lawrence morreu em 195%, 

O imã original de 11 polegadas foi quase imediatamente ultrapassado para 
aplicação em aceleradores: foi reconstruído e continua sendo usado numa varie- 
dade de projetos de pesquisa em LeConte Hall. As primeiras experiências bem 
sucedidas sôbre Ireqüência de ressonância de portadores de carga em cristais fo- 
ram executadas com èste ima. 

Para um relato interessante da história inicial do ciclotron. veja E O. Law 
tence, “The Evolution of the Cyclotron” Zes Prix Nobel en 1951, págs. 127-140 
(Imprimerie Royale, Stockholm, 1952) 


Um ciclotron primitivo. 
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PRODUÇÃO DE ÍONS LEVES DE ALTA VELOCIDADE 
SEM USO DE ALTAS TENSÕES 


Por Ernest O. Lawrence e M. Stanley Livingston 
Universidade da Califórmia. 
(recebido em 20 de fevereiro de 1932) 


RESUMO 


O estudo do núcleo seria muito facilitado pelo desenvolvimento de fontes de 
ions de alta velocidade, particularmente prótons e ions de hélio, que tivessem 
energias cinéticas superiores a 1.000.000 elétronvolts; pois parece que tais par- 
ticulas em movimento rápido são mais adequadas à tarefa da excitação de núcleos. 
O método direto de aceleração dos ions através das diferenças de potencial no- 
cessárias apresenta grandes dificuldades experimentais associadas com os inten- 
«os campos elétricos que seriam necessâriamente envolvidos. Éste artigo relata o 
desenvolvimento de um método que evita estas dificuldades por meio de acele- 
ração múltipla de ions a altas velocidades sem uso de altas tensões. O método 
é o seguinte: Placas semicirculares cas, não muito diferentes dos duantes de um 
eletrômetro, são montadas com diâmetros adjacentes, no vácuo e num campo 
magnético uniforme normal ao plano das placas. Oscilações de alta freqüència 
são aplicadas aos elétrodos, produzindo um campo elétrico oscilante na região 
diametral entre éles. Em resultado, durante meio ciclo o campo elétrico, acelera 
os ions formados na região diametral, para o interior de um dos elétrodos, onde 
les são encurvados numa trajetória circular pelo campo magnético e, eventual- 
mente, emergem novamente na região entre os elétrodos. O campo magnético é 
ajustado de modo que o intervalo de tempo necessário para atravessar a trajtó- 
ria semicircular dentro do elétrodos seja igual ao semiperiodo das oscilações. Em 
conseqüència, quando os ions voltam à região entre os elétrodos, o campo elétrico 
terá invertido o sentido, e êstes ions recebem assim um segundo incremento de 
velocidade ao passar ao outro elétrodo. Devido ao fato de que os raios das traje- 
tórias dos Jons dentro dos elétrodos são proporcionais às suas velocidades, o 
tempo necessário para atravessar um semicirculo é independente desta velocidade. 
Portanto, se os ions gastam exatamente meio ciclo nos seus primeiros semicirculos, 
les fazem o mesmo em todos os seguintes, espiralando portanto em ressonância. 
com o campo oscilante, até atingir a periferia do aparélho. As suas energias ciné- 
ticas finais são tantas vêzes maiores do que a correspondente à tensão aplicada 
aos eléirodos, quantas vêzes tenham cruzado de um elétrodo a outro. O método 
é adaptado primáriamente à aceleração de ions leves e nas presentes experiências 
foi dedicada atenção especial à produção de prótons de alta velocidade devido 
à sua utilidade presumivelmente única para estudo experimental do núcleo atô- 
mico. Usando um imã com faces polares de 11 pol. de diâmetro, foi produzida 
“uma corrente de 10-* ampères de prótons de 1.220.000 eletronvolts, num tubo 
“em que a tensão máxima aplicada era apenas de 4000 volts. Existem dois aspec- 
tos do método aqui desenvolvido que muito contribuiram para o seu sucesto 
Primeiro consiste na ação focalizadora dos campos elétrico e magnético que im- 
pede grandes perdas de ions durante a aceleração. Em consequência disto, as 
intensidades de correntes de ions de alta velocidade, que podem ser obtidas desta 
maneira indireta, são comparáveis às que podem ser obtidas por meio de métodos 
diretos de alta tensão. Além do mais, a ação focalizadora resulta na geração de 
feixes muito estreitos de ions — de diâmetro transversal menor do que 1 mm — 
“que são ideais para o estudo experimental dos processos de colisão. De impor- 
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tância não menor é o segundo aspecto do método que consiste nos meios simples 
e altamente eficientes de correção do campo magnético ao longo das trajetórias 
dos ions. le torna possivel, e até mesmo fácil, operar eficientemente o tubo com 
um alto fator de amplificação (È é, relação entre a tensão equivalente à acelera- 
ção final dos ions e a tensão realmente aplicada) Em consegiência, èste método 
no seu atual estágio de desenvolvimento, constitui uma fonte de ions de alta velo- 
cidade experimentalmente muito conveniente e merecedora de confiança, que re- 
quer um equipamento de laboratório relativamente modesto. Além do mais, as 
presentes experiências indicam que éste método indireto de aceleração mòltipia 
torna agora praticável a produção no laboratório de prótons que tenham energias. 
cinċticas superiores a 10.000.000 elétronvolts. Com isto em mente, um imã que 
tem peças polares de 114 em de diâmetro está sendo instalado no nosso laboratório. 


INTRODUÇÃO 


As experiências clásicas de Rutherford e seus associados! e de Pose, sòbre 
a desintegração artificial e de Bothe e Becker? sôbre excitação de radiação nuclear, 
consubstanciam o ponto de vista de que o mücleo é suscetível aos mesmos méto- 
dos gerais de investigação que foram tão bem sucedidos ao revelar as proprieda- 
des extra nucleares do átomo. Em especial, os resultados do seu trabalho indicam 
à grande utilidade dos estudos das transições nucleares artificialmente excitadas 
no laboratório. O desenvolvimento em grande escala dos métodos de excitação 
de núcleos constitui assim problema de grande interèsse: sua solução é pros 
elmente a chave de um mundo de fenômenos novos, o mundo do núcis 

Mas isto é tão dificil quanto interessante, pois o núcco resiste a ai ataques 
experimentais por meio de uma barreira formidável de altas energias de ligação. 
Os níveis de energia nucleares estão muito separados e, em consequência, os pro- 
cesso de excitação nuclear envolvem enormes quantidades de energia — milhões 
de elétronvolts. 

É portanto interessante investigar os métodos mais promissores de excitação 
nuclear. Dois métodos gerais se apresentam: escitação por absorção de radiação 
(radiação gama, e excitação por meio de colisões nucleares intimas com par- 
teulas de alta velocidade. 

É possivel dizer a respeito do primeiro que estudos experimentais +* recen- 
tes da absorção da radiação gama pela matéria mostram, para os elementos mais 
pesados, variações com número atômico que indicam um efeito nuclear bastante 
apreciável. Isto sugere que a excitação nuclear por meio de absorção de radiação 
não seja, talvez, um processo pouco frequente, e que portanto o desenvolvimento 
de uma fonte artificial intensa de raios gama de vários comprimentos de onda 
seria de valor considerável para os estudos nucleares. Em nosso laboratório, como 
em outros lugares, isto está sendo tentado. 

Mas o método das colisões parece ainda mais promissor, em consegãência. 
das pesquisas de Rutherford e outros, acima citadas. As suas pesquisas pioneiras 
deverão sempre ser consideradas como sucessos experimentais realmente grandes, 
pois forneceram informações importantes e definitivas sôbre processos mucicares 
muito raros, excitados por meio de feixes extremamente fracos de particulas inci- 
dentes — particulas alfa provenientes de fontes radioativas. Além do mais, e éste 
Ea ponto a ser aqui ressaltado, o seu trabalho demonstrou incontrovertivelmente a 


* Veja Cap. 10 de “Radiation from Radioactive Substances” por Rutherford, 
Chadwick e Ellis 

2H. Pose, Zeits. £. Physik 64, 1 (1930) 

ŽW. Bothe e H. Becker, Zeits, £ Physik 66, 1289 (1930) 

*G. Beck, Naturwiss. 18, 896 (1930). 

C Y. Chao, Phys. Rev. 36, 1519 (1930) 123 


Fig 1 Diagrama do método experimental de 
aceleração múltipla de íons. 


Fig 2 Diagrama do aparélho para aceleração 
múltipla de ions. 
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Conservação da energia 


AS LEIS DE CONSERVAÇÃO NO MUNDO FÍSICO. 
No mundo físico existem várias leis de conservação, algumas 
exatas, algumas aproximadas. Uma lei de conservação é, usual- 
mente, a conseqiência de alguma simetria básica do universo. 
Existem leis de conservação ligadas à energia, ao momento 
linear, ao momento angular, à carga, ao número bariônico (número 
de prótons, nêutrons e partículas elementares mais pesadas), 
estranheza e diversas outras grandezas. Neste capítulo, discu- 
timos a conservação da energia; no seguinte, a dos momentos 
linear e angular. Tóda a presente discussão será conduzida para 
o regime não-relativístico, o que significa a restrição a transfor- 
mações Galileanas, a velocidades muito menores do que a da 
luze a independência entre a massa e energia No Cap. 12, depois 
de discutir-mos a transformação de Lorentz e a relatividade 
especial, daremos as formas apropriadas das leis de conservação 
da energia e momento no regime relativístico. 

Se tôdas as fôrças num problema forem conhecidas, se formos 
suficientemente espertos e dispusermos de computadores de 
velocidade e capacidade adequados para resolver os problemas 
das trajetórias de tôdas as partículas, então as leis de conservação 
não nos fornecerão nenhuma informação adicional. Mas, elas 
são ferramentas poderosas usadas diáriamente pelos fisicos. 
Por que são as leis de conservação ferramentas tão poderosas? 


1. As leis de conservação são independentes dos detalhes da 
trajetória e, fregientemente, dos detalhes da fòrça. Estas leis 
São, portanto, uma maneira de enunciar consequências muito 
gerais e significativas das equações de movimento. Uma lei de 
conservação pode, às vêzes, assegurar-nos que algo é impossivel. 
Assim, não desperdiçamos tempo em analisar algum dispositivo 
que seja apresentado como um moto perpétuo, se för, simples- 
mente, um sistema fechado de componentes mecânicos e elé- 
tricos; ou um sistema de propulsão de satélites do qual se diga 
que funciona apenas pelo movimento de pesos internos. 


2 As leis de conservação têm sido usadas quando as fòrças 
são desconhecidas; isto se aplica, em especial, na fisica das par- 
tículas elementares. 


As leis de conservação têm uma conexão intima com inva- 
riância. Na exploração de fenômenos novos e ainda não com- 
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preendidos, as leis de conservação constituem o fato mais extraor- 
dinário que se conhece. Elas podem sugerir conceitos apropriados 
de invariância. No Cap. 3, vimos que a conservação do momento 
linear podia ser interpretada como uma consegúência direta 
do princípio de invariância Galileana. 


4. Mesmo quando a fórça é exatamente conhecida, uma lei 
de conservação pode prestar grande ajuda na solução das equações 
de movimento de uma partícula. Muitos físicos usam uma rotina 
para a solução de problemas desconhecidos: em primeiro lugar, 
usa-se tôdas as leis de conservação relevantes uma por uma; 
sômente após isto, se ainda sobra alguma coisa do problema, 
“começa-se com o verdadeiro trabalho de solução das equações 
diferenciais, de aplicação de métodos variacionais e de pertur- 
bação, computadores, intuição e outras ferramentas ao nosso 
dispor. Nos Caps. 7 e 9, exploramos, desta forma, as leis de con- 
servação de energia e momento. 


DEFINIÇÃO DE CONCEITOS. A lei de conservação da 
energia envolve os conceitos de energia potencial, energia cinética 
e de trabalho. Êstes conceitos, que podem ser compreendidos a 
partir de um exemplo simples, serão tratados mais tarde, com 
maiores detalhes. Para começar, discutimos fôrças e movimentos. 
unidimensionais. Isto simplifica a notação. A maioria dos as- 
suntos dêste capítulo é tratada duas vêzes; a repetição pode ser 
útil 

Consideremos uma partícula de massa M, flutuando no espaço 
intergalático e livre de quaisquer interações externas. Observamos 
a partícula de um sistema de referência inercial. Uma fòrça, F,p, 
é aplicada à partícula no instante t = 0, sendo mantida, depois 
da aplicação, constante em intensidade, direção e sentido. A 
direção é tomada como o eixo x. À particula será acelerada pela 
fòrça aplicada. O movimento, no tempo + > O é descrito pela 
segunda lei de Newton: 


(1) 


2) 


onde vo é a velocidade inicial, suposta ao longo do eixo x. Note-se 


que a (2) pode ser escrita como 


Fpi = Mit) - Mto (a) 


O lado direito é a variação do momento da partícula entre 
0 e t; o lado esquerdo é chamado o impulso da fòrça entre êstes 
instantes. A Eq. (2a) nos diz que a variação do momento é igual 
ao impulso. Se a posição inicial fôr xo, a posição ao tempo t 
será dada por 


q fia: 
no = |ant ye 6 


após integrar (2) em relação ao tempo. 
Podemos solver a (2), para achar o tempo £: 


HE e-v (9 
Agora, substitua-se (4) em (3), obtendo-se 
M gs IM 
xx Falo +57 j E +o) = 
LM 3 
-5 PO ) s 


assim 


x (xx) O) 


Se definirmos (Mv? como a energia cinética da partícula, 
então o lado direito de (6) será a variação da energia cinética. 
A variação é causada pela fôrça F.,, agindo ao longo da dis- 
tância (x — xo). É óbvio que uma boa definição para o trabalho 
é chamar F,,(x — xo) O trabalho realizado pela força aplicada sôbre 
a particula. Com estas definições, a (6) afirma que o trabalho 
realizado pela fôrça aplicada é igual à variação da energia cinética 
da partícula. Isto tudo é uma questão de definição, mas as defi- 
nições são úteis e condizentes com a segunda lei de Newton. 
Ao falar sôbre trabalho, devemos sempre especificar “trabalho 
feito por o quê”. 

Se M = 20 ge v = 100 cm/seg, a energia cinética 


K = (HM? = HROU) = 1 x 10º gom?/seg? = 
=1x 10 eg (7) 
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RR a as AS 


O erg é a unidade de energia no sistema CGS. Se uma fòrça 
de 100 dinas fôr aplicada através de uma distância de 10º cm, 


FoÁX—*0) = (10°(10°) = 10º dinaem = 10º ergs. (8) 
Um erg é a quantidade de trabalho realizado pela fórça de 


uma dina que age ao longo de um centimetro. O trabalho tem as 
dimensões de 


[Trabalho] ~ [fòrça] [distância] ~ [massa] [aceleração] 
[distância] ~ E ~ [MLT] ~ [energia], 


No sistema de unidades MKS, a unidade de trabalho é o joule, 
que é o trabalho feito pela fòrça de um newton que age ao longo 
de um metro. Para converter joules em ergs, multiplica-se por 
107 o valor do trabalho expresso em joules. Para converter newtons 
em dinas, multiplica-se por 10° o valor da fòrça expressa em 
newtons. 

Suponhamos que a partícula não esteja no espaço intergalá- 
tico, mas em repouso, à altura h sôbre a superficie terrestre (xo = h; 
to = 0) À fòrça gravitacional, Fo = — Mg, puxa o corpo para 
baixo; à medida que êle cai em direção à superfície, o trabalho 
feito pela gravidade é igual ao acréscimo de energia cinética do 
corpo: 


Wida gravidade) = Fe x (x— xo) 9 
ou, sôbre a superfície terrestre, (x = 0), 


(- Mg)(0-h) = Mgh = 
= (Me? (Meo? = (HM (10) 


onde v é a velocidade do corpo ao alcançar a superfície e vp é à 
sua velocidade inicial. (Neste exemplo especial vo = 0). À equação 
(10) sugere que possamos dizer que, à altura h, o corpo tem energia 
Potencial (capacidade de executar trabalho ou de adquirir energia 
cinética) de Mgh, relativamente à superfície da terra. 

O que acontece à energia potencial quando uma partícula 
em repouso sôbre a superfície terrestre é elevada à altura h? 
Para elevar o corpo, devemos red uma fôrça dirigida 
para cima, Fod= - Fo). Agora xo = h. Realizamos o 
trabalho 


Wipor nós) = Fap x (x—xo) = (Mg)h) = Mgh (11) 


sòbre o corpo, fornecendo-lhe, assim, a energia potencial Mgh 
que, conforme dissemos antes, êle tem à altura h. 


130 


Uma massa M em repouso sôbre a superficie A elevação de M a velocidade constante exige e 
terrestre sofre ação de duas fòrças iguais e opostas: aplicação de uma fòrça Fi, = + Mg. 

Fo a fòrça gravitacional atrativa; e Fs a fòrça 

exercida sôbre M pela superficie de apoio. 


A quantidade de trabalho efetuado para clevar Se a massa fôr solta, a energia potencial U di- 

M à altura h é minui e a energia cinética K aumenta, mas sua 
W= E, x h= + Mgh. soma permanece constante. Na altura x 

A encrgia potencial U da massa M é assim aumen- Ut) = Max, 

tada de Mgh. e 


K(x) = (Mus = Mgh- x). 


Note que o trabalho feito pela gravidade, (10), sôbre o corpo 
que cai, é igual ao trabalho que nós realizamos (11) contra ela 
ao levantar o corpo. 

As unidades [F][9 = [MJ[1)/[T?] da energia potencial 
são as mesmas que as da cinética. Se F,, = 10º dinas e h = 10? 
cm, a energia potencial é (10°X(10°) = 10 dinacm = 10º ergs. 
Designamos a energia potencial por U ou por E.P. 


131 Imediatamente, antes de bater no chão, tôda a 
energia potencial que a massa tinha na altura h 
foi convertida em energia cinética. 


Vemos, em (10), que a energia potencial Mgh pode ser con- 
vertida inteiramente em cinética, pois o trabalho realizado pela 
fòrça aplicada, F., ão acumular a energia potencial, é o mesmo 
que a energia cinética que se manifesta em (10) e em (6). Devemos 
sempre especificar o nível ao qual a energia potencial se refere. 
A energia potencial é introduzida por uma questão de contabi- 
lidade; mostramos que a contabilidade, neste exemplo, não leva 
a contradições. Variações de energia cinética têm significado 
fisico, pois nos dizem quanta energia cinética foi desenvolvida. 

Se, em (10), fizermos v representar não a velocidade após uma 
distância de queda h, mas a velocidade após uma queda de (h — x) 
então, a equação análoga à (10) será 


(Me? = Mglh-x) (12) 

ou 
(Mr? Mgx = Mgh = E as 
onde E é uma constante que tem o valor Mgh. Uma vez que E 


é constante, temos em (13) um enunciado da lei de conservação 
da energia: 


K+U= 
energia cinética + energia potencial = const = energia total. 


Em (13), o têrmo Mgx é a energia potencial, com a escolha de 
x = O como o zero da energia potencial. O simbolo E designa a 
energia total, que é constante no tempo, num sistema isolado. 

Às vêzes, convém chamar E = K + U, a soma das contribui- 
ções das energias cinéticas e potencial, de função energia. A energia 
cinética é ())Mt?. A energia potencial depende da fòrça que está 
agindo. A energia potencial tem a propriedade essencial que 
-fFdx=U, 


du 


ou me 
Eus 


(14) 


onde F, a fòrça que age sôbre a partícula, é devida a interações 
intrínsecas, tais como elétricas ou gravitacionais. (No exemplo 
acima, U = Mgx, de modo que F = Fo = — Mg). Passemos, 
agora, a discutir estas idéias com maiores detalhes e generalidade. 


Trabalho executado pelo estudante, vs. tempo, ao 
elevar um carro para trocar um pneu. (O trabalho 
executado sôbre um carro pequeno de 1000 kg 
ao elevar seu centro de massa de 10 cm, será 
Fh = Mgh = (10? x 10°) x (10º cm/seg?X10 cm) 
= 10!º ergs) O trabalho feito aparece como 
energia potencial gravitacional. 


direção à terra, a partir do repouso. 


Aqui o macaco escorregou e o carro cai. A energia 
potencial é convertida em energia cinética. De- 
pois que o carro entra em contato com a terra, 
a energia cinética é convertida em calor nos 
amortecedores, molas e pneus. 


Energia potencial do corpo que cai vs. tempo, e 
sua energia cinética vs. tempo. A energia total, 
que é constante, é a soma da energia cinética e 
potencial. 


CONSERVAÇÃO DA ENERGIA 

A lei da conservação da energia afirma que, para um sistema 
de partículas com interações não explicitamente* dependentes 
do tempo, a energia total do sistema é constante. Aceitamos èste 
resultado como um fato experimental bem estabelecido. Mais 
especificamente, a lei nos diz que existe uma função escalar da 
posição e da velocidade (como a função $Mv? + Mgx em (13)) 
das partículas constituintes que é invariante em relação ao tempo, 
desde que não haja variações explícitas nas interações externas, 
no intervalo de tempo considerado. Por exemplo, a carga ele- 
mentar e não deve variar com o tempo. Além da função energia, 
existem outras funções que são constantes nas condições aqui 
especificadas. (Trata-las-emos no Cap. 6, como conservação dos 
momentos linear e angular). A energia é uma constante escalar 
do movimento. Interpretamos a frase interações externas de modo 
a incluir quaisquer variações das leis da física ou dos valôres 
das constantes fisicas fundamentais (tais como g, e ou m), durante 
o intervalo relevante de tempo. Lembre-se que a lei não nos 
fornece informações novas que já não estejam contidas na equa- 
ção de movimento F = Ma. 

O problema central consiste em encontrar uma expressão 
para a função energia que tenha a invariância desejada em relação 
ao tempo e seja condizente com F = Ma. Por condizente queremos 
dizer que, por exemplo, 


E 


a ak 
E= KA UT 


dx 


Ma,. Você pode verificar isto para a (13), en- 


Éste é o problema fundamental da mecânica clássica; a sua so- 
lução formal pode ser dada de muitas maneiras, algumas até 
bastante elegantes. Em particular, a formulação Hamiltoniana 
da mecânica é muito bem adaptada para reinterpretação à lin- 
guagem da mecânica quântica. Mas aqui, no início do nosso 
curso, necessitamos de uma formulação simples e direta mais 
do que da generalidade das formulações Hamiltoniana ou La- 


« Considere o sistema com as partículas permanentemente congeladas no lu- 
gar; então, uma fòrça que depende do tempo é chamada explicitamente dependente 
do tempo 
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grangeana, que, usualmente, constituem o assunto de um curso 
posterior". 


TRABALHO, Definimos o trabalho W realizado sôbre uma 
particula por uma fórça aplicada constante F,,, num desloca- 
mento Ar, como 


W= FF, Ar = Får cos (Fap, Ar), as 


de acôrdo com a definição que demos acima, em seguida a (6). 
Nos dois parágrafos seguintes, escrevemos f em lugar de F,, a 
fim de simplificar a notação. 

Suponha que f nào seja constante, mas uma função fir) da 
posição r. Se a trajetória puder ser decomposta em N segmentos 
lineares, de modo que fir) seja constante sôbre cada um dêles, 
poderemos escrever 

W= Re) Ar, + to) Ar, +. + tir) Ary = 
De) dr, (E) 
onde o símbolo E represente a soma indicada A equação (16) 
é estritamente válida apenas no limite de deslocamentos infini- 
tesimais dr, porque, em geral, uma trajetória curva não pode 
ser exatamente decomposta num número finito de segmentos 
lineares, 
O limite 
s 
lim fr): Ar = lfi fr)-dr an 
id A 


é integral da projeção de fir) sôbre o vetor deslocamento dr. Esta 
integral é chamada de integral de linha de f de A até B. O trabalho 
realizado pela fórça aplicada, durante o deslocamento, é defi- 
nido como 


as) 


ENERGIA CINÉTICA. Voltemos, agora, à particula livre 
no espaço intergalático. Desejamos generalizar (6), 


(Mo? (Meg = Fap x (x—xo), ®© 


a fim de incluir fôrças aplicadas que variem em direção e intensi- 
dade, Substituindo F,, = MY em (18), encontramos o trabalho 


* A dedução das equações Lagrangeanas de movimento requer vários resul- 
tados elementares do cálculo variacional; êste problema impede-nos, aqui, de 
prosseguir. 
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realizado pela fòrça aplicada 


dv 
wasan], p (19) 


Agora. 
de= Gde = vd, (0) 


df (Beco) e 


Mas, podemos reordenar o integrando 


de modo que 


WA — B) 


da 
Fi a 
de modo que 
> m 
af, (x va a fi (à) dt Í do vê 03 
Substituindo em (21), obtemos um resultado importante: 
z 
wB = A= f (29) 
, 


válida para a partícula livre. Esta é uma generalização de (6). 
Denominamos 
(25) 


a energia cinética e designamo-la pelo simbolo K. Vemos, de 
(24), que as nossas definições de trabalho e energia cinética têm 
propriedade de que o trabalho realizado, sôbre uma partícula 
livre, por uma förça aplicada arbitrária é igual à variação da energia 
cinética desta particula: 

WA — B)=Ky-K,. (25) 


EXEMPLO. QUEDA LIVRE. (a) Se x fòr a direção normal 
à superficie terrestre, orientada para cima, a fòrça gravitacional 
será Fo = — Mgh, onde g é a aceleração da gravidade e tem o 
valor aproximado de 980 cm/seg”. Calcule o trabalho feito pela 
gravidade quando uma massa de 100 g cai através de 10 cm. 


Aqui, podemos colocar 
14=0; ro=-10%; Ar=ra-r,=-10z 
De (15), o trabalho da gravidade é 
W= Fo Ar = (-Mgk)-(-10%) = (10°)(10°)X(10) X-X = 10º ergs. 


Aqui deixamos a fòrça da gravidade fazer o papel da aplicada F,, . 
(b) Se a partícula em (a) estivesse inicialmente em repouso, 
qual seria sua energia cinética e velocidade ao fim da queda 
de 10 cm? 
O valor inicial K, da energia cinética é nulo; o final Kg, de 
acôrdo com (25a), é igual ao trabalho realizado pela gravidade 
sôbre a partícula, de modo que 


Ka = Meg? = 10º ergs, 29 


de onde v? = 2(10º ergs)/(100 g) = 2 x 10* cm?/seg?. Êste 
resultado está de acôrdo com o que seria calculado da relação 
elementar v? = 29h, para aceleração constante a partir do repouso, 
pois o? = 210º cm/seg?)(10 cm) = 2 x 10º cm?/seg?. 

Êste é um exemplo do que queremos indicar quando dizemos 
que os resultados obtidos a partir da lei de conservação devem 
ser condizentes com os que seriam calculados a partir das equa- 
ções de movimento. Aqui, usando a conservação da energia, 
obtivemos o mesmo resultado que empregando a equação ° = 2gh, 
deduzida da equação de movimento F = Ma. 


EXEMPLO. FÓRÇA RESTAURADORA LINEAR. Uma 
partícula está sujeita a uma fôrça restauradora linear na direção 
x. Uma fòrça restauradora linear é uma fórça diretamente pro- 
porcional ao deslocamento, medido a partir de um ponto fixo, 
e aplicada na direção tendente a opor-se a êste deslocamento. 
Se tomarmos a origem como o ponto fixo, 


cx, en 


onde C é uma constante positiva, a constante de elasticidade. 
Esta é chamada lei de Hooke. Para deslocamentos suficiente- 
mente pequenos, tais fôrças podem ser produzidas por molas 
esticadas ou comprimidas. No caso de grandes deslocamentos 
elásticos, devemos adicionar têrmos em potências mais altas de 
x a (27), como o faremos no Cap. 7. O sinal da fôrça é tal que a 
partícula é sempre atraída à origem x = 0. 

(a) Com a partícula ligada à mola, aplicamos, agora. uma 
fòrça externa que a leva do ponto x, a um outro x. Qual é o 
trabalho realizado pela fòrça aplicada sôbre a partícula durante 
o deslocamento? 

Aqui, a fôrça sôbre a partícula é uma função de posição. A 
fim de calcularmos o trabalho executado pela fôrça aplicada, 


F=-Cã, o F, 
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Uma mola desprovida de massa é ligada a uma 


massa M. Quando a mola é esticada de um 
comprimento Ax pequeno, exerce uma fòrça 
restaurativa F = — CAx sôbre M, na direção 
mostrada. Aqui C designa a constante elástica 
da mola. 


Quando a mola é comprimida de -Ax, exerce 
sôbre M uma fórça restaurativa igual a -C(-Ax) = 
CAx, conforme é mostrado. 


A fòrça restaurativa para pequenos deslocamentos 
em tórno de x, é proporcional ao deslocamento. 


A fim de esticar (ou comprimir) a mola, você 
deve exercer uma fòrça na direção oposta à da 
fòrça restauradora. Ao deslocar a mota de Av 
da sua posição de equilibrio x, , você realiza um 
trabalho 


w= | CO coxa da = Set 


Ao realizar trabalho você aumenta a energia 
potencial do sistema mola-massa. Um tal sistema 
deslocado de Ax = x — x, da posição de equi- 
brio, tem energia potencial 


U = (DO(A? = (eis xP. 


usamos a definição (18), com Fa, = -F = + Cx: 
wos [ Ease] xd = cen (8) 


(Aqui F,, é a fòrça aplicada por alguém contra a fòrça da mola, 
e não é à fórça que a própria mola aplica à massa. A massa não 
adquire energia cinética no processo quando as fòrças são iguais 
e opostas). Se escolhermos a origem como o ponto inicial x, , 
então x, = 0, e (28) reduz-se a 


WO — x) = (0x. (29) 


Este é um resultado famoso: Diz que o trabalho realizado sôbre 
um sistema pela fòrça aplicada é proporcional ao quadrado do 
deslocamento. 
(b) Se a partícula de massa M fôr solta. em repouso, na po- 
sição xaz, qual é a sua energia cinética quando chega à origem? 
Obtêm-se a resposta diretamente de (24): o trabalho realizado 
pela mola, ao deslocar-se de Xmax à origem, é 
Was — 0) = Mo? (30) 


onde usamos o fato de que r = O em Xmax’ admite-se que a par- 
tícula esteja lá em repouso. A velocidade na origem é v, Assim, 
4a = Mo? en 
é a energia cinética na origem x = 0. 
(€) Qual é a conexão entre a velocidade da particula na origem 
e o deslocamento máximo Xu? 


De (31). vem 
[ia as 6) 
ou 
= 
n=+ im (3 


POTÊNCIA. A potência P é a taxa de transferência de energia 
par unidade de tempo. Definimos o trabalho realizado por uma 
fórça aplicada, sôbre uma partícula, durante um deslocamento 
Ar, como 


AW= E, Ar. (34) 
A taxa de realização de trabalho por esta fòrça é 


(35 
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No limite At — O, temos a potência 


[EO] 


A partir da potência P(t), como função do tempo, podemos 
escrever o trabalho fornecido como 


Wi >) = [rom 
in Se o sistema mola-massa fôr esticado de Ax c 
depois sólio, U decrescerá inicialmente e K 


No sistema CGS, a unidade de potência é um erg por segundo; 
no MKS, a unidade é um joule por segundo, que é chamado 
watt. Para calcular a potência em ergs por segundo, multiplique 

| o seu valor expresso em watts por 107. A fim de se obter a po- 
tência em watts a partir do seu valor expresso em cavalos-vapor, 
multiplique-o, aproximadamente, por 746. 


FÓRÇAS CONSERVATIVAS. Uma fórça é dita conserva- 
tiva quando o trabalho W(A — B) que realiza, ao mover uma 
partícula de A até B, não depende da trajetória entre A e B. Isto 


éilustrado pela Eq. (24). Assim, porque WA — B) = —W(B — A), 

vemos que quando a partícula fôr movida uma vez em tôrno de 

uma trajetória fechada, o trabalho realizado por uma fórça 

conservativa será nulo. Emx=x,,U = Oe K(x) = 40(AxP, conforme 
Podemos perceber, fàcilmente, que uma fòrça central é con- é mostrado. 


servativa. Uma förça central, exercida por uma partícula sóbre 
outra, é mais uma fórça cuja intensidade depende sômente da 
separação entre as particulas e cuja direção está ao longo da 
reta que as une. Na figura ao lado, a fòrça central está dirigida 
para fora (ou na direção) do centro, no ponto O. Dois trajetos, 
denotados por 1 e 2, ligam os pontos 4 e B, conforme mostrado. 
As curvas tracejadas são arcos de circulo centrados em O. Con- 
sidere as grandezas (F, -dr,) e (Fz dr;), calculadas sôbre os 
segmentos de trajetória entre os dois círculos tracejados. (Po- 
demos considerar, igualmente bem, F-dr = Fdr cos 8 como a 
projeção de F sôbre dr ou de dr sôbre F). Agora, os módulos de 
F, e de F, são iguais sôbre os dois segmentos, porque estão a 
iguais distâncias de O; as projeções, dr cos 9, dos segmentos de 
trajetória, sôbre os respectivos vetores F, são iguais pois a sepa- 
ração dos círculos, medida ao longo da direção de F, , é igual 
à medida ao longo da de F}. Portanto, 


É (F, dr,) = (For dra) en 
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sôbre os segmentos de trajetória considerados. Mas, argumentos 
idênticos podem ser usados, repetidamente, sôbre qualquer 
segmento comparável de trajetória, de modo que 


a s 
) a) F-dr. (38) 
la a 


drrajeto 1) (Trajeto 2) 


A fòrça com a propriedade de que 
a 
WIA— B) -f F-dr 69 


é independente da trajetória é chamada conservativa. Para as 
fòrças conservativas, o trabalho realizado ao longo de um tra- 
jeto fechado é nulo. 

Suponhamos que a fòrça dependa da velocidade com que o 
trajeto é percorrido. (A fòrça sôbre uma partícula eletrizada 
num campo magnético depende da velocidade). Pode uma tal 
fòrça ser conservativa? Resulta que as fòrças dependentes da 
velocidade, importantes e básicas, são conservativas porque à 

Il sua direção é perpendicular à do movimento da partícula, de 
modo que F dr é zero. Você pode perceber isto para a fòrça de 
Lorentz (Cap. 4), que é proporcional a v x B. As fòrças de atrito 
não são realmente fundamentais, mas são dependentes da velo- 
cidade e não são conservativas. 

Tôda a nossa discussão pressupõe fórças entre dois corpos 
Esta é uma hipótese importante; é provável que estudantes déste 
curso sejam chamados, no decorrer de suas carreiras como pes- 
quisadores, a lutar contra fôrças entre muitos corpos. Uma discus- 
são do que está envolvido na hipótese de dois corpos é dada no 
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Devemos dizer algo mais sôbre as fòrças centrais vs. as não- 
«centrais, Ao se considerar a fòrça entre duas partículas existem 
duas possibilidades: (1) as únicas coordenadas das partículas 
são as de posição; (2) uma ou ambas as partículas possuem um 
eixo fisicamente distinguível. No primeiro caso só pode existir 
uma fórça central, enquanto que no segundo, a especificação de 
que a partícula seja movida de 4 a B é incompleta — devemos 
especificar também que o eixo seja mantido fixo relativamente 
a algo. Uma barra imantada tem um eixo fisicamente distinguivel: 
quando a movemos em tôrno de um circuito fechado, num campo 
magnético uniforme, poderemos ter realizado, ou não, um tra- 
balho líquido sôbre o ímã. Se o ímã terminar na mesma posição 
e na mesma orientação em que começou, não haverá trabalho 
realizado. Se a localização fôr a mesma, mas a orientação dife- 
rente, trabalho terá sido feito. (O trabalho pode ter sinal positivo 
ou negativo). 

Mas, as fòrças de atrito parecem não ser conservativas, num 
sentido limitado. Dois corpos podem sofrer uma colisão ine- 
lástica na qual energia cinética seja dissipada, sob forma de calor 
dentro dos corpos. Evidentemente, se as fòrças fundamentais 
são conservativas, todo movimento deverá sê-lo, quando ana- 
lisado em detalhe suficiente. O atrito é, por tanto, uma questão 
de contabilidade: Se parte da energia passa a uma forma que 
nos é inútil, podemos considerá-la consumida por atrito. Na 
discussão de conservação de momento, no Cap. 3, consideramos 
uma colisão inelástica entre duas particulas. A energia cinética 
não era conservada; mas, a soma da energia cinética € a de exci- 
tação interna, das duas partículas, foi denominada de energia 
total e admitiu-se que era conservada, de acôrdo com tódas as 
experiências conhecidas. 


ENERGIA POTENCIAL, Vimos que, com uma fòrça apli- 
cada conveniente, F,,. podemos contrabalançar exatamente 
quaisquer outras fórças (tais como a gravitacional), que possam 
agir sôbre a particula e movê-la assim, muito vagarosamente, 
de uma posição a outra, sem desenvolver energia cinética neste 
processo. Dissemos que, numa tal situação, o trabalho feito ao 
mover a partícula aparecerá sob a forma de energia potencial. 
Definimos a diferença da energia potencial da partícula. em 
pontos B e A, como sendo o trabalho executado por uma fórça 
tal, aplicada sôbre uma partícula, ao movêla de B até A: 


(40) 
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A água no tópo da cascata tem energia potencial 
gravitacional, que é convertida em energia ciné- 
tica na queda. Uma massa M de água, ao cair 
de altura h, perde energia potencial Mgh e ganha 
energia cinética 4M(t? - 13) = Mgh. (A veloci- 
dade v será determinada por esta equação se a 
velocidade inicial da água vo fòr conhecida), A 
energia cinética da água que cai pode ser con- 
vertida, numa usina elétrica, em energia cinética 
rotacional de uma turbina; de outra forma esta 
energia cinética é convertida ao pé da cascata 
em energia térmica ou calor. A energia térmica 
é simplesmente a energia de movimento ao acaso 
das moléculas na água. (Em alia temperatura, o 
movimento molecular ao acaso é mais vigoroso 
que em baixa temperatura). 


i Tempo 


Movimento de um saltador com vara. Em A 
sua energia è inteiramente cinética, associada à 
sua velocidade de corrida. Em B èle coloca no 
chão a extremidade dianteira da vara e (e espe- 
cialmente com as varas modernas de fibra de 
vidro) armazena energia potencial elástica na 
vara, ao encurvá-la. Em C Ele está subindo no 
ar; ainda lhe sobra energia cinética considerável, 
agora associada com a sua velocidade de rotação 


Admitimos, aqui, que as fòrças são conservativas; então U(r) 
será uma função escalar univoca* da posição, e U(B) - U(A) 
será igual ao aumento da energia cinética da partícula, ao mover- 
se de A até B, quando a fòrça aplicada fôr removida. 

Se fixarmos o valor de U em algum ponto, A digamos, a re- 
lação (40) define U(r), em qualquer ponto r, pois então 


Us) = U(A) + [rude an 


~ Uma função x) é dita univoca se para cada valor de x corresponder um e 
sòmente um valor de fx) Por exemplo, sen x é uma função univoca de x, mas 
sent x não o é 
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em tôrno da extremidade inferior da vara Ele C Tempo 
tem também energia potencial, tanto gravita- 

cional como proveniente do resto da energia 

elistica da vara. Em D, ao passar sôbre a barra, 

sua energia cinética é pouca porque está se mo- 

vendo devagar; sua energia potencial (gravita- 

cional) é alta. À energia total não é sempre cons- 

tante durante o salto devido ao atrito (externo e 

muscular) e porque, ao encurvar a vara, o sal- 

tador realiza trabalho. 


O valor da constante U(A) não é definido, de modo que a (41) 
define U(r) a menos de uma constante, que podemos escolher 
arbitráriamente, à nossa conveniência. Apenas a diferença U(r) — 
- U(A) da energia potencial, entre os pontos r e A, tem signifi- 
cado fisico. Em muitos problemas A é tomado no infinito, e 
Ulco) é definido como zero. Então 


u) -[ Eram Wo — t); ay 


com esta convenção, a energia potencial em r é igual ao trabalho 
realizado por uma fòrça aplicada, ao mover a partícula do co a r. 
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Gráfico da função energia potencial unidimen- 
sional U(x) como função de x. Nos pontos 
x = x1, 0,e x; temos dUjdx = 0, e portanto 
a fòrça F É nula nestes pontos. Estas são, por- 
tanto, posições de equilibrio, não necessáriamente 
estável 


No ponto x,-As, dUjdx> 0, de modo que 
F < O(à esquerda), No ponto x, + Ax,dUjdx < 0, 
de modo que F > O (à direita) Um pequeno 
deslocamento de x, resulta portanto numa fòrça 
tendente a aumentar o deslocamento, desta forma 
x, é uma posição de equilíbrio instável. 


Aqui, introduzimos a fórça aplicada, F,, , como um expediente 
pedagógico a fim de dispor de uma maneira de mover a partícula, 
de um ponto A a outro B, sem desenvolver energia cinética. 
Se a partícula interagir com o seu ambiente e sofrer outras fórças, 
(como as gravitacionais ou eletrostáticas) poderemos designar 
estas fòrças intrínsecas ou de interação por Fi OU, com mais 
frequência, simplesmente por F. Definimos a fórça aplicada F,,, 
que aplicamos de modo a cancelar exatamente a intrínseca, 
F, por 

Fap = Fo (43) 


de modo que (41) e (42) possam ser reescritas, em têrmos das 
interações, como 


Ut) va F- dr; (44) 


vo i F-dr. 


É importante saber se estamos falando sôbre uma fòrça F 
embutida no problema ou, sôbre uma fòrça F,p que se introduz, 
como em (42), apenas para definir a energia potencial. Em (44a), 
definimos a energia potencial usando F apenas. 

Em uma dimensão 


U(x)-U(A) = fir (45) 


Em x = — Ax, dUjdx < 0,e F está dirigida para 
direita. Em x= + 4x, dU/ix > 0 de modo 
que F se dirige à esquerda. x = O é assim uma 
posição de equilibrio estárel. Que se pode dizer 
sôbre x;? 


de onde, derivando, obtemos, 


w. 
R 


(89) 


Este resultado pode ser verificado por substituição da (46) 
na (45): 


=| Fdx= ga = [æ = UG) UA. 47) 


A Eq. (46) é um exemplo do resultado geral que a fòrça é a 
taxa de variação espacial da energia potencial com o sinal tro- 
Gio Ee re a ioga 


coordenadas cartesianas, por 
(49) 


As propriedades gerais do operador gradiente são estudadas no 
Vol. II; onde se mostra que o gradiente de um escalar é um vetor 
cujo sentido é o do máximo aumento espacial do escalar, e cujo 
módulo é igual à sua taxa de variação. O gradiente de um escalar 
U é escrito de várias maneiras como grad U ou VU ou QU ir. 
O operador V é lido como nabla e VU é lido como "nabla vu”. 


ENERGIA POTENCIAL NUM CAMPO ELÉTRICO. 
Suponha-se que um campo elétrico Er) seja conhecido em todos 
os pontos do espaço, e criado por uma distribuição fixa de cargas. 
elétricas. Vimos, no Cap. 3, que Etr) é definido como a fòrça 
sôbre uma carga positiva unitária em repouso, e, de acórdo 
com a lei de Coulomb, podemos calcular Elf) como 


EO = Erg t (50) 


+ As derivadas que envolvem a notação ? em vez de d em (48) e (49) são chama- 
das de derivadas parciais. Quando temos a função fix, . xs...) de duas ou mais 
variáveis independentes x, . x... e desejamos derivá-la em relação a uma delas, 
mantendo as outras constantes, o process é denominado deritação parcial. 
Assim Ul + Ax 5) Ux v 

ES 


Os subscritos y, z indicam, explicitamente, que y e z são mantidos constantes. 


145 


A energia total E = K + U = constante. Assim, 
pode ocorrer 
entre x e x”, os “pontos de retòrno”. Entre 
êstes pontos 

K= M= E-U 20. 


Se E för aumentada, os pontos de retôrno x' 
e x” são, em geral, deslocados. Agora, K(x) = 
= E- U(x) è maior. O movimento pode agora 
ter lugar também à esquerda de x”, quando 


O oscilador harmônico simples está em equi- 
líbrio estável em x = 0. Em x = + xy. K = 0. 


onde a soma é extensiva a tôdas as cargas. A carga q, está no 
ponto r; . Suponhemos que tragam do infinito a carga de prova q. 
Em r, a fôrça sôbre q é 


F(r) = gElr). (51) 


A energia potencial da carga q, no campo de tôdas as outras, é 
dada por (44a) como 


vo [ Fedr = af Ee) dr. 6 


Colocamos o índice linha na variável de integração r, para 
evitar confusão com o ponto r, no qual se deseja saber o potencial. 

O potencial eletrostático g(r) em r, é definido como a energia 
potencial por unidade de carga positiva, no campo de fòrça de 
tódas as outras cargas 


(o) = Fo [ Elr)> dr. (53) 


; note-se que é escalar. É muito 
importante distinguir q da energia potencial U. Precavenha-se, 
também, contra o uso do simbolo V para ambas as quantidades, 
a energia potencial e o potencial eletrostático. 

Quando conhecemos E(r) em todo o espaço, podemos obter 
o potencial eletrostático oír) em qualquer ponto. (Isto pressupõe 
que nos decidamos por uma escolha da origem para ọfr)). É 
conveniente trabalhar com q(r) porque é um escalar, enquanto 
que E(r) é um vetor. 

A queda de tensão ou diferença de potencial entre dois pontos, 
D. P, entre dois pontos r, e rz, é definida como 


D.P.=o(r)-otr). (59) 
Esta é variação da energia potencial eletrostática de uma unidade 


de carga, quando levada de r, a r;. Assim, para a carga q, levada 
de um dêstes pontos ao outro, a diferença de energia potencial é 


Ultra) - Ulr) = alelo) otra). (54a) 


A unidade de potencial eletrostático, ou de diferença de po- 
tencial, no sistema CGS, é o statvolt. Vimos, no Cap. 4, que a 
unidade de intensidade do campo elétrico é chamada statvolt/- 
cm; mas, as dimensões de q diferem das de E por um compri- 
mento, e assim, q é medido em statvolts. É também verdade que 
& tem as dimensões de [carga] [comprimento], de modo que 
statcoulomb/cm é também um nome possível para a unidade 
de potencial. 
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A unidade prática de diferença de potencial, ou do potencial 
eletrostático, é o volt; que é usado na vida diária e comumente 
no laboratório; O volt é definido de modo que 
c ) x (diferença de potencial) (diferença de potencial 
To em statvolts E em volts 
(54%) 
onde c é a velocidade da luz em cm/seg. Ou, aproximadamente, 


EE = de as, 


diferença de potencial! 
em statvolts 


em volts 


(540) 


EXEMPLOS. CAMPO E POTENCIAL ELETROSTÁTICOS; 
DIFERENÇA DE POTENCIAL, STATVOLTS; VOLTS. a) 
Qual é a intensidade do campo elétrico à distância de 1 Å (= 10 
cm) de um próton? 

Da lei de coulomb 


5 x 10710 statcoul 
x 10 eme E S X 10º statvolyem 


(3005 x 109) volt/em = 1,5 x 10° volt/em. 


E=$ 


Ëste campo é dirigido radialmente para fora do próton. 
b) Qual é o potencial eletrostático a esta distância? 
De (53) temos, fixando U = 0 em r = 06, 


TE 5 x 10719 statcoul 
on- [aart BEEZ a 


= 5 x 107? statvolts = 15 volts. 


©) Qual é a diferença de potencial em volts entre as posições 
atÃeabO2 Å de um próton? 

O potenciala 1 x 10-* cm é 15 volts; a 0,2 x 107ë cm êle 
é 75 volts. A diferença é 75 — 15 = 60 volts, ou 60/300 = 0,2 stat- 
volts. 

d) Um próton é abandonado em repouso à distância de 1 
À de um outro. Qual é a energia cinética depois que os prótons 
são afastados a uma distância infinita? 

Sabemos, pela conservação de energia, que a energia cinética 
deve ser igual à energia potencial original, que é 
(48 x 10-10 statcoul? -1a 
BRO 52 mor pads 


Se um dos prótons fôr mantido em repouso enquanto que o 
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outro se move, a velocidade final do próton móvel é dada por 
(usando a conservação da energia) - 
Me? = 23 x 10-82 erg; 
22X x 108 erg j $ 
Pas omg & 27x 10? (m/seg), 
ou 
r= 5 x 10º cm/seg 
e) Um próton é acelerado, a partir do repouso, por um campo 
elétrico uniforme, movendo-se através de uma diferença de 
potencial de 100 volts. Qual é a sua energia final? (Note que 100 
volts = 0,33 statvolts). 
A energia cinética será igual à variação da potencial, que é 
edp, ou 
(48 x 107"? statcoul)(0,33 statvolt) = 1,6 x 101º erg. 


EXEMPLO. ELÉTRON VOLTS. Uma unidade conveniente 
de energia, na fisica atômica e nuclear, é o elétron volt. (ev). Um 
elétron volt é definido como a diferença de energia potencial 
de uma carga e entre dois pontos entre os quais haja uma dife- 
rença de potencial de um volt. Assim, 

1 elétron volt = (48 x 1071º statcoulombj(sho statvolts) 

1,6 x 10-32 ergs. (54d) 
Uma particula alfa (He, núcleo ou átomo duplamente ionizado 
de hélio), acelerada, a partir do repouso, por uma diferença de 
potencial de 1000 volts, adquire a energia cinética de 


(2e)(1000 volts) = 2000 elétron volts 
onde 
(2000 ev = (2 x 10°)(1,60 x 10712) = 32 x 107º ergs. 


Vimos que a diferença, (Kp — K 4) na energia cinética de uma 
particula entre dois pontos, tem a propriedade que 


s 
k-k | F-dr, (55) 


onde F é a fòrça que age sôbre a particula. Mas, sabemos de 
(44) que 


F-dr, (55a) 
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de modo que adicionando (55) a (55a), temos 
(Kp + UK + U)=0 (56) 


Assim, a soma das energias cinética e potencial é uma constante, 
independente do tempo e da particula. Reescrevendo a (56), ob- 
têm-se a função energia para um sistema de uma partícula 


E = (MA) + U(A) = G)M1?(B) + UCB). 


(57) 


onde E é uma constante chamada energia, ou energia total, do 
sistema. 

Escrevamos a generalização da (57) para um sistema de duas 
particulas no campo dum potencial externo: 


K+U 
(Mae + (Mata? + Ur) + Ustra) + Ur oro) (58) 
const. 


O primeiro têrmo é a energia cinética da particula 1, o segundo 
da particula 2; o terceiro e quarto têrmos são as energias poten- 
ciais das particulas 1 e 2 devidas ao potencial externo; o quinto 
têrmo é a energia potencial da interação entre as particulas 1 e 2. 
Note que (r, — r3) só foi incluído uma vez; quando duas parti- 
culas interagem a energia de interação é mútua. 

Se as particulas 1 e 2 fossem prótons no campo gravitacional 
terrestre, a energia E, em (58) é 

a 
E= (Mto? + ra) + Mai, +9- SO, E 


>- 9 
Ta 

onde x é medido para cima e r3 = |r, —r|- O último têrmo é 
a energia coulombiana dos dois prótons; o penúltimo é a sua 
energia gravitacional. A energia coulombiana é repulsiva, a gra- 
vitacional é atrativa. A relação entre os dois últimos têrmos é 


GM? _ (10710-4) À 
ERR aai 


10-35, 


mostrando que as fôrças gravitacionais são extremamente fracas 
em relação à eletrostáticas. 


EXEMPLO. FÓRÇA RESTAURADORA LINEAR. Calcule 
a energia potencial U(x) de uma partícula sob ação de uma fòrça 
restauradora linear, Fu, = — Cx, devida a uma mola. (Calculamos 
isto como um exemplo unidimensional). 
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Considere a velocidade de escape necessária para 
que uma massa M deixe o campo gravitacional 
da terra, partindo de sua superficie. 


Trajetória quando a energia cinética é demasia- 
damente baixa para escape. 


Para alcançar o infinito, K 2 - U = |U} 


Da relação (46) temos Fin = — dU/dx, de modo que integrando 


a | Fads = cfza- ja-a (60) 


como em (28). Neste problema é conveniente fixar na origem o 

zero da energia potencial, de modo que 
Ut) = O. 

A conservação, (57), da soma E das energias 
nos diz que, em qualquer ponto x, 

E = (HM? + (Cx = const. (62) 

Quando x = 0, tôda a energia do oscilador é cinética; nos 

pontos extremos, ou de reversão do movimento, nos quais a 

velocidade é nula, tôda ela é potencial. Portanto, se o desloca- 
mento máximo fôr designado por A, a energia total será 


E = (904? (63) 
A velocidade máxima é dada por 
g 
r = SE (64 


EXEMPLO. VELOCIDADE DE ESCAPE DA TERRA E 
DO SISTEMA SOLAR. Calcule a velocidade inicial necessária 
para que uma partícula de massa M escape (a) da terra e (b) do 
sistema solar. (Despreze a rotação da terra). 

Uma partícula de velocidade v tem uma energia total, cinética 
mais potencial, de 
GMM 

R 
onde G é a constante gravitacional, M, é a massa da terra; e 
R, = 64 x 10" cm éo raio da terra. O valor de G é 6,670 x 10~* 
dina-cm?/g?; e o de M, é 598 x 107" g 

A fim de alcançar uma distância infinita da terra com a menor 
velocidade possível, isto é nula, a energia total deve ser nula; 
pois a energia cinética é nula e a gravitacional também o é. Isto 
sucede porque U(r) — O quando r — <o. Assim, em (65) E 
deve ser zero, se a energia total da particula fôr constante entre 
o lançamento e escape; portanto, a velocidade de escape 1, é 


poM, . 
RE (66) 


1 
E=qMe— (65) 
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A aceleração g da gravidade, na superficie terrestre, é GMR, 
de modo que 


ve = IR, = (2 x 10° x 6 x 109"? x 108 cm/seg. (67) 


A fim de escapar da atração do sol sómente, uma partícula 
lançada da terra (à distância R, do sol) precisará de uma velo- 
cidade de escape 
= [PoM, _ [2x0 x 107 x (2 x 0ye 
as ie o E 
= 4x 10° cm/seg, (68 


usando a relação M,/M, = 33 x 105, e o valor R, = L5 x 10! 
em. Para corpos lançados da terra, o escape do sistema solar 
é mais dificil do que o escape da terra. 


EXEMPLO. POTENCIAL GRAVITACIONAL PERTO DA 
SUPERFÍCIE TERRESTRE. A energia potencial gravitacional 
de um corpo de massa M, à distância r do centro da terra, é, 
para r> R,, 


ut) = MM, o 


r 


onde M, é a massa da terra. Com R, o raio da terra e x a altura 
sôbre a superficie terrestre, mostre que 


U =- MgR, + Mgx, a 
para x/R, < 1. Aqui, g = GM,/R,? = 980 cmjseg?. De (46) e (70). 


temos F = — dU/dx = — Mg, para a fòrça gravitacional perto 
da superficie terrestre, que é o resultado familiar. Temos 


a pls 
U=-GMM a 


de (69) com r = R, + x. Dividindo o numerador e o denomi- 
nador por R,: 


cn 


— MM, 1 


R, * TFR ga 


Mas, para x? < 1, temos a importante expansão em série 
1 


y= l-r+? 


a 
Tis Fes 03) 


Vemos aqui M lançada da superficie da terra 
(raio Rj com a energia cinética mínima neces- : 
sária 

K = (Mi = GMMIR,, 
A velocidade de escape da erra é designada por r, - 


Ainda mais tarde, K e U decrescerão mais. Evi- 
dentemente K = — U, como antes. 


em Dwight 9,04. Esta expansão é um caso especial, para 
1, do teorema binomial: : 


arara po DD aa 
Desta forma, a (72) pode ser reescrita como 

(75) 

(76) 


que se reduz a (70) para x < R, 
A aproximação a (76), na qual mantemos apenas os térmos 
de ordem mais baixa em x, é 


1 


T+x 


1-x, (x| <D, qm 


ela é muito frequentemente usada em fisica, quando as circuns- 
tâncias são tais que x? pode ser desprezado em relação a x. Uma 
outra aproximação útil e frequente é 


(expst+m (nxe 1), (78) 


que segue de (74), 
O nosso enunciado 


energia cinética + energia potencial = const (79) 


da lei da conservação de energia será generalizada no Cap. 12, 
de modo a incluir processos nos quais a massa se transforma, 
total ou parcialmente, em energia. Tais processos incluem a 
maioria das reações nucleares. A generalização necessária é uma 
consegiência natural da teoria da relatividade especial. A (79) 
continua válida mesmo quando calor estiver sendo gerado no 
processo, pois, visto na escala microscópica, o calor é apenas a 
energia cinética e potencial dos átomos, elétrons e moléculas. 
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LEITURAS COMPLEMENTARES 


PSSC, caps. 21 (parágrafo 8), 24 (parágrafos 1-5 e 29) 
E. P. Wigner, “Symmetry and Conservation Laws” Physics Today 17 (34 34 (64) 


LISTA DE FILMES 


“Energy and Work” (29 min) D. Montgomery (PSSC-MLA 0311) Discute o tra- 
balho realizado por fòrças constantes e variáveis a determinação da energia 
produzida por êste trabalho. 

“Elastic Colisions and Stored Energy” (28 min) J. Strickland (PSSC-MLA (318); 
Demonstrações quantitativas das transformações entre a energia cinética e 
potencial em colisões altamente elásticas 


PROBLEMAS 


1, Energia potencial e cintica — queda de wm corpo. a) Qual é a energia po- 
tencial de uma massa de um kg å altura de 1 km sôbre a terra? Expresse o resul- 
ado em ergs e refira a energia potencial à superficie terrestre. É 
Resp. 98 x 100 ergs 
b) Qual é a energia cinética, ao atingir a terra, de uma massa de 1 kg abando- 
nada a uma altura de 1 km? Despreze o atrito. Resp. 98 x 10º ergs. 
c) Qual é a energia cinética da mesma massa a meio caminho? 
d) Qual é a energia potencial a meio caminho? A soma de c) e d) deve ser igual 
a a) ou bj Por que? 


2 Energia potencial acima da terra. a) Qual é a energia potencial, U(R) de 
uma massa de 1 kg, sôbre a superficie da terra, referida ao potencial nulo na infi- 
nito? (Note que UIR) é negativo). Resp. 623 x 10% ergs 
b) Qual é a energia potencial de uma massa de 1 kg à distância de 10º km 
do centro da terra, referido a energia potencial nula no infinito. 
Resp. -398 x 10º ergs 
©} Qual é o trabalho necessário para mover esta massa no ponto a 10º km 
do centro da terra? 


à, nega potencial eletrostática. a) Qual é a energia potencial de um elétron 

& um próton separados por 1 Å = 10 * cm referindo a energia potencial nala a 

uma separação infinita? Se a carga for expressa em ues o resultado será em ergs 

Resp. -23 x 10" ergs 

5) Qual è a energia potencial eletrostätica de dois prótons à mesma separação? 
Preste atenção especial ao sinal desta resposta. 
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A distribuição das velocidades das moléculas, 
num gás à temperatura T, tem a forma pe-a, 
onde k é a constante de Boltzmann. 


4 Satélite em órbita circular. a) Qual é a fòrça centrifuga sôbre um satélite 
que se move em órbita circular em tôrmo da terra, à distância r do centro? A ve- 
Iocidade do satélite, em relação ao centro da terra, é v e a sua massa é M. 

b) Qual é a fórça gravitacional sôbre o satélite? 

©) Exprima é em função de r, igualando a fórça gravitacional à centrífuga. 


5 lua — energia cinética. Qual é a energia cinética da lua relativamente à 
terra? Os dados relevantes são dados na tabela de constantes na capa interna 
dêste volume. 


É Mola anarmônica. Uma certa mola peculiar tem a lei de fòrça F = - Di. 
a) Qual é a energia potencial em x, referida a U = 0 em x = 0? 

Resp, 40x 
b) Quanto trabalho é feito sôbre a mola esticando-a, vagarosamente, de 0a x? 


7. Um campo de fórça não consereatio? Dado o campo de fòrça 
Foi E 
calcule a integral de linha entre os pontos (04) e (xọ yy), ao longo da trajetória 
formada pelas duas retas: (00) a (x, 0) e (xy 0) a (xo sy): Compare o resultado 
“com o que seria obtido tomando os outros dois lados do retângulo como o ca- 
minho de integração. É conservativa esta fòrça? 


8 Máxima aproximação entre prótons. Dois prótons, de energia 500 MeV cada, 
aproximam-se em sentidos opostos. Aqui, 1 MeV = 1 x 10° ev. Se a única inte- 


em, de modo que o comportamento dêstes dois prô- 
tons, e estas energias, não é muito bem descrito pela interação eletrostática). 
Resp. 14 x 101% em. 


9. Elėtron em órbita fixa em tôrmo de um próton. Suponha que um elétron se 
mova em órbita circula, à distância de 2 x 107" cm, em tôrno de um próton. 
Considere o próton em repouso. 

a) Ache a velocidade do elétron, igualando as fórças centrifuga e eletrostática. 

b) Quais são as energias cinética e potencial? Dê as respostas em ergs c em 
elétron volts. 

Resp K=57x 10“ ergs = 36 ev; U=-114 19-12 erg = 72, 
©) Quanta energia é necessária para ionizar o sistema — isto é, para remover 
o elétron à distância infinita, sem energia cinética? Preste muita atenção aos sinais. 


10. Escape de moléculas da atmosfera. Compare a velocidade de escape da 
terra com a velocidade quadrática média térmica do oxigênio molecular. Esta 
vaum térmica é tal que a energia cinética é (3/2):T'; uma fração apreciável das 
moléculas tem velocidades muito maiores. Aqui, k é a constante de Boltzmann 
© Ta temperatura absoluta, tomada como 300'K. Resp. tym tay = 4x 10-2, 


11. Velocidade de escape da lua Usando T, = 1,7 x 10" cme M, = 7,3 x 103%, 
ache: 

a) A eceleração gravitacional na superficie da lua. 

b) A velocidade de escape da lua. 
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12 A energia potencial de um par de molas. Duas molas, de comprimento na- 
tural a cada, e constante elástica C, estão fixas nos pontos (- 2.0) e (+ a0} e liga- 
das pelas outras extremidades. No que segue, suponha que ambas podem con- 
tras ou esticar-se sem Meir. 

a) Mostre que a energia potencial do sistema para um deslocamento das 
extremidades unidas até (x,y), é 


c 


U= $ Mli t aP tapa + E e-a a aa 


b) A energia potencial depende tanto de x como de y, devemos, portanto, 
usar a derivação parcial para obter as fòrças relevantes. Lembre-se que a deriva- 
da parcial de uma função fix) é dada pelas regras usuais de derivação, a saber 


ES] 


a 
O vom 
air i » 


Ache a componente F, da fòrça e mostre que F, = O para r = O. 
© Ache F, para x = 0. Verifique cuidadosamente os sinais para certificar-se 
que a resposta tem sentido, 
à) Esboce um gráfico da energia potencial como função de r, no plano xy. 
e encontre a posição de equilibrio. 


13. Interação núcleon-náccon. A interação entre núcicons (prótons e nêutrons) 
pode ser representada, com razoável precisão, pelo potencial de Yukawa 


em (Joe 


onde Up = 50 Mev e ro = 1,5 x 10-5 em. 

a) Ache a expressão da fòrça Fir) correspondente. 
b} A que separação aproximada a fòrça decai a 1% do seu valor em r 
Resp: 6x 10 


14. Especirômetro de massa de tempo de vôo. À operação do especirômetro de 
massa de tempo de vôo baseia-se no fato de que a velocidade angular do movi- 
mento helicoidal num campo magnético uniforme é independente da velocidade 
inicial do ion. Na prática, o dispositivo produz um pulso de ions de curta duração 
© mede, eletrônicamente, o tempo de vôo para uma ou mais revoluções dos ions 
do pulso. 

a) Mostre que o tempo de vôo, para N revoluções è aproximadamente, 


nm 
1=6m 
Sr 


para ions de carga e, com t em microsegundos, M em unidades de massa atômica 
e B em gauss, 
b) Mostre que o raio da órbita é, aproximadamente, 


us S 
R= m 
B 


onde Vè a energia do ion em elétron volts. 
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Netuno conforme visto pelo refletor de 120 pol 
de “Lick Observatory”, A flexa aponta o Tritão, 
um satélite de Netuno. (Fotografia de Lick Obser 
vatory) 


©) Dada a energia do ion de 100 ev e o campo magnético de 1000 gauss, calcule 
o tempo de vôo, para 6 revoluções, do ion simples de potásio Kºº. Resp. 152 seg 


15. O feixe de elé 
são acelerados, a partir do repouso, por uma diferença de potencial 9, e passam 
tre duas placas de deflexão eletrostática. As pla 


ss mem osciloscópio, Os elétrons no tubo do osciloscópio 


ss que têm o comprimento | e 
separação mantêm uma diferença de potencial 9, À tela luminosa está à dis- 
tância Ldo centro das mr? entre o potencial acele- 
rador e a velocidade r 
a) Deduza uma expressão para a deflexão lincar D da mancha sôbre a tel 
b) Sejam 9, = 400 volt; q; = 10 volts; | = 2 cm; d = 05 cm; L= 15 em: 
qual é a deflexão? (Lembre-se de transformar volts em statvolts) 


acas. Use a relação eÃg 


NOTAS HISTÓRICAS. DESCOBERTAS DE CERES E DO NETUNO 


(Esta discussão ilustra a precisão das predições baseadas na mecânica clássica) 


1.0 primeiro dos planètas menores a ser descoberto foi Ceres, encontrado 
isualmente por Piazzi em Palermo, Sicilia, no primeiro dia do século dezenove, 
1 de janeiro de 1801, Piazzi observou seu movimento durante algumas semanas 
e depois ficou doente e perdeu o seu rastro. Vários cientistas calcularam a sua 
órbita a partir do múmero limitado de observações feitas por Piazzi: mas, sómente 
a órbita calculada por Gauss foi suficientemente precisa para prever onde estaria 
o planèta no ano seguinte. Em 1 de janeiro de 1802, o planêia Ceres foi redesco- 
berto por Olbers, à distância angular de apenas 30' da posição predita. Quando 
foram acumuladas mais observações, Gauss e outros puderam aperfeiçoar as ca- 
raterísticas da órbita calculada, e por volta de 1830, o planèta estava a apenas & 
da posição prevista Incluindo as perturbações maiores da órbita de Ceres, devidas. 
a Júpiter, Enke percebeu que podia reduzir o êrro residual a 6 por ano. Cálculos 
posteriores, que levavam em conta as perturbações com maior exatidão, forne- 
ceram predições que discordavam das observações apenas por uns XY em 3 anos. 
As comunicações da descoberta foram feitas no vol. 12 do “Philosophical Ma- 
gucime”: veja os artigos de Piazzi (pág. 54) Von Zach (pág. 62), Tilloch (pàg. 80} 
Lalande (pág. 112) É divertido saber que uma associação de eminentes astrôno- 
mos europeus foi organizada em Lilienthal, em 21 de setembro de 1801, com 
o propósito expresso de procurar o planèta que se supunha existir entre Marte 
e Júpiter... O plano da sociedade era dividir todo o zodiaco entre os seus vinte 


e quatro membros... ” Devido 305 atrasos postais causados pelas guerras Napo- 
leônicas, o convite de participar na equipe de pesquisa foi transmitido a Piazzi 
sómente depois que fèz a descoberta. Outros relatos da descoberta de Ceres po- 
dem ser encontrados no “Astronomische Jahrbuch” 1804/5. Os cálculos de Gauss 
estão contidos no vol. 6 das suas “Herke” (Obras) págs. 199-211. 

Acredita-se que a tradição astronômica iniciada em Palermo pelo Abade 
Piazzi tenha alcançado a Lampedusa (herói da novela “O Leopardo", escrita por 
um seu descendente) através do Abade Pirrone, que era o guia espiritual e assis- 
tente de astronomia de Lampedusa. 


2 Durante a última metade do século dezenove, à medida que aumentava a 
precisão das observações e da teoria, descobriu-se que o planéia Urano não se 
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movia de acórdo com as leis de gravitação, de conservação da energia e momento 
angular. O planéia acelerava e desacelerava errâticamente, de quantidades pe- 
quenas mas significativas. Não havia maneira de explicar èste comportamento 
com bases nas propriedades conhecidas do sistema solar e das leis da fisica. Fi- 
nalmente, em 1846, Leverrier e Adams descobriram. independentemente, que pos- 
tulando a existência de um nôvo planêta hipotético de uma certa massa e uma 
certa órbita externa à do Urano, poderiam explicar, completamente, o movimen- 
to anômalo observado.* Eles resolveram as equações para a posição dêste planèta 
desconhecido e, após meia hora de procura sômente, o nôvo planèta chamado 
Netuno, foi descoberto por Galle a I° apenas da posição predita ** As predições. 
atuais das posições dos principais planêtas concordam com as observações, den- 
tro da precisão de alguns segundos, mesmo após extrapolações de muitos anos. 
A precisão parece ser completamente dependente da totalidade do tratamento 
dos vários efeitos perturbativos. 


*Provei que não era possível explicar as observações referentes a Este pla- 
nêta (Urano) pela teoria de gravitação universal, se èle fôsse sujeito apenas à ação 
“combinada do sol e dos planétas conhecidos. Mas, tódas as anomalias observa- 
das podem ser explicadas, em seus menores detalhes, pela influência de um planèta 
nôvo (não descoberto), além do Urano... Predizemos (31 de agósto de 1846) 
as seguintes posições para o nôvo planêta a 1 de janeiro de 1847: Longitude helio- 
cêntrica verdadeira 326º 32.” U J. Le Verrier, Comt. Rend. 23, 424 (1846) 

2* “Escrevi ao Sr. Galle em 18 de setembro, pedindo a sua colaboração; èste 
astrônomo capaz observou o planéta no mesmo dia (23 de setembro de 1846) 
em que recebeu a minha carta... Longitude heliocêntrica (observada) 327" 24 
reduzida a 1 de janeiro de 1847... . Diferença (entre observação e teoria) 0:57” 
Le Verrier, op cit. pág. 657. 

“Sr. Le Verrier viu o planéta mesmo sem a necessidade de olhar uma única 
vez ao céu; e o viu na ponta da sua pena: determinou, apenas pelo poder do cálculo. 
a posição e o tamanho de um corpo situado muito além dos limites conhecidos 
do nosso sistema planetário...” Arago, op. cit. pág 659, 

Para uma introdução à controvèrsia magnifica a respeito da descoberta, veja 
as págs. 741-754, do mesmo volume de Compr. Rend. (Pari); vide também M. 
Grosser, “The Discovery of Neptune” (Harvard, Cambridge, Mass, 1962) 
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Conservação dos momentos 
linear e angular 


CONSERVAÇÃO DO MOMENTO LINEAR. No Cap. 3, 
consideramos sistemas para os quais era válida a invariância 
Galileana, e mostramos que a conservação do momento linear 
de um sistema de partículas em interação é uma consequência 
necessária desta invariância e da conservação da energia, desde 
que não haja uma fòrça externa. A conservação do momento 
linear, uma lei verificada precisamente pela experiência, é uma 
parte essencial da “bagagem clássica”, conforme discutimos 
préviamente. Desejamos, neste capítulo, definir o centro de massa 
€ estudar os processos de colisão, conforme vistos num sistema 
de referência no qual o centro de massa está em repouso. 

Exibiremos, em primeiro lugar, a forma assumida pela energia 
potencial de um sistema no qual seja válida a invariância Ga- 
Jileana. Considere duas partículas em uma dimensão. As coorde- 
nadas são x, e x,. À energia potencial 


Ut. xa) 
depende apenas das posições das duas partículas. Para que 
tenhamos invariância Galilcana, U deve ser invariante sob uma 
translação uniforme b de tôdas as partículas: 


Ulm, x) = U(x, +b; x +b), a) 


isto é, transladando de b cada uma das partículas. O que signi- 
fica esta relação? Fisicamente, ela significa que a energia po- 
tencial do sistema é a mesma quer na posição final quer na inicial; 
de modo que não foi realizado trabalho durante o deslocamento. 
Matemáticamente, isto significa que b não aparece no desenvol- 
vimento da expressão à direita da Eq. (1). 

Por exemplo, se 


U(x» xa) 


(x1 =x (g 


segue-se que 


U(x, +b; x, +b) = (x, +b-x,-b? = 
=a = Uwa) (3) 


é independente de b. Assim, a forma (2) de U(x, . x;) é invariante 
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sob qualquer translação b. Em geral, se U(r, , r4) fôr função de 
T, — T, apenas, será invariante por translações. Por exemplo, 
note que U = x, não é invariante, pois, sob uma translação b, 
êle se transforma em x, + b. Desta forma, o momento lincar 
não é conservado quando U = 
Em uma dimensão, sabemos que a fòrça é o negativo de dU/dx: 
portanto as fòrças sôbre as particulas 1 e 2 são 


F, F=- (9 


Ao tomar êU/êx,, devemos manter x; constante; ao tomar 
ôU/ôx, , devemos manter x, constante. Se U fòr função apenas de 


u=x,-*, 9 
então, pelas regras de derivação, temos 


ôU _dU ôu a U _dU ôu du 


r a à a a O 
de modo que 
eu ou 
rã MU h=-Fs Mm 


conforme esperado. Segue-se que a fòrça total, F, + Fs, sôbre 
duas partículas que interagem sómente entre si, é nula. Desde que 
a fórça total é nula, então, pela lei de Newton, o momento linear 
total é constante. 

É fácil generalizar êste argumento a N partículas. A energia 
potencial de N partículas, U(r; , -.., Tx) é invariante por trans- 
lação e pode ser escrita como uma função.somente das distâncias 
entre as particulas 


Bar Es 


E E oe Taé 
As interações gravitacional e coulombiana podem ser escritas 
desta forma. 

Note que a fòrça pode ser translacionalmente invariante sem 
que o momento seja conservado. O importante é que a energia 
potencial seja invariante. O momento linear é constante sómente 
quando a energia potencial é invariante por translação. 


O CENTRO DE MASSA. Relativamente a uma origem fixa 
O, a posição R. do centro de massa (cm.) de um sistema de 
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Duas massas M, e M3, em posições x, é xa 
sôbre o eixo x, têm seu centro de massa locali- 
zado em 


q + Maxa 
M, +M, ` 


(8 


LEA 
LM 
Para um sistema de duas particulas 
uMi +M, 
Ea A o 


Derivando a Eq. (8) relativamente ao tempo, obtém-se 
EM, PvM, 

nak z i no 
ZM" gM, 

mas F v,M, é precisamente o momento linear total do sistema. 


Na ausência de fòrças externas Este momento total é constante, 
de modo que 


Rem = const. an 


Uma propriedade notável do centro de massa é esta: A veloci- 
dade do centro de massa é constante na ausência de forças externas. 
Por exemplo, isto é verdadeiro para um núcleo radioativo que 
decai em vôo. 

É fácil mostrar, a partir de (10), que a aceleração do centro 
de massa é determinada pela fôrça total que age sôbre o sistema 
de partículas. Se F, fôr a fòrça sôbre a partícula n, derivando 
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Na ausência de fórças externas, a velocidade do 
centro de massa é constante. Aqui, um núcleo 
radioativo, com velocidade Ř,„ está prestes a 
desintegrar-se. 


O núcleo desintegra-se em três partículas, que 
se afastam em diferentes direções. Entretanto, 
velocidade do centro de massa destas três par- 
tículas permanece constante. 


Mesmo numa colisão inelástica, o momento 
deve ser conservado. Considere uma colisão na 
qual as particulas permanecem unidas. Antes da 
colisão p, = Mt 


Mixı + Maxa 


ME LA 


X não é alterado pela colisão. 


(10) em relação ab tempo, obter-seiá 
(za )R. pura =5F, 


onde, à direita, as fôrças interparticulares internas são eliminadas 
(no caso de fórças Newtonianas) da soma 5 F, sôbre tòdas as 
partículas. Lembramos que, no caso de fôrcas Newtonianas, a 
fòrça sôbre a particula i, devida à particula j, é igual e oposta 
à fórça sôbre j devida a i. 

Ilustraremos, agora, a utilidade do centro de massa, resol- 
vendo alguns problemas importantes de colisão. 


(12 


EXEMPLO. COLISÃO DE PARTÍCULAS QUE PERMA- 
NECEM UNIDAS. Considere a colisão de duas particulas de 
massas M, e M, que permanecem juntas após a colisão, Con- 
sidere M, em repouso na origem antes da colisão e suponha que 
T, = tytk descreve o movimento de M, antes da colisão. 

a) Descreva o movimento de M = M, + M, após a colisão. 
O momento linear total é conservado na colisão, seja ela elástica 
ou inelástica. A colisão aqui considerada é inelástica. Inicial- 
mente, a componente x do momento linear é Mr, ; no fim ela 
é (M, + Mie. As outras componentes são nulas. Pela conser- 
vação do momento linear temos 


Mv, = (M, + My, (13) 
de modo que a velocidade final r é dada por 
M, 
A E es 
e, uma vez que as partículas permanecem coladas, 
Roa =0 (>0) a5) 


descreve o movimento do sistema após a colisão. De acôrdo com 

(11), esta mesma relação deve descrever o movimento do centro 

de massa durante o tempo todo, antes e depois da colisão; usando 

a (13) vem 
E A 

Rem = MM (16) 

b) Qual é a relação entre a energia cinética após a colisão e 
Ear pi 
na 

aM Mr aey O 
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A energia cinética inicial K; é (4) M,v,? de modo que 


(7a) 


A restante da energia aparece sob a forma de excitações internas 
do sistema composto, após a colisão. Quando um meteorito 
M, incide e permanece junto com a terra de massa M, , essencial- 
mente, tôda a sua energia cinética aparece como calor na terra, 
pois M, < M, + Mz. 

c) Descreva o movimento, antes e depois da colisão, num 
sistema de referência no qual o centro de massa esteja em repouso. 
(Um tal referencial é chamado o sistema do centro de massa). 

A posição do centro de massa do sistema é dada por (9) como 


Rm = oM (18a) 
A velocidade do centro de massa é dada por 
d Mio ê 

O ES Fu (18b) 


No referencial do centro de massa a velocidade inicial u, da 
particula 1 é 


meni v= (il ltd (89 
Neste sistema, a velocidade inicial u, da partícula 2 é 


(18d) 


Mas, uma vez que após a colisão as partículas permanecem 
coladas, a nova partícula composta tem massa M, + M, e deve 
estar em repouso no sistema do centro de massa. Relativamente 
ao sistema do laboratório, a nova particula tem a velocidade V 
dada por (18b), que é exatamente a velocidade (14), deduzida 
de uma argumentação anterior. 


EXEMPLO. AS COMPONENTES TRANSVERSAIS DO 
MOMENTO LINEAR. Duas partículas de massas iguais movem- 
se, inicialmente, sôbre trajetórias paralelas ao eixo x e colidem. 
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No referencial de centro de massa, as velocidades 
de M, € Mz após a colisão são u, e uz Depois da 
colisão (M, + Ms) está em repouso. 


Após a colisão, observa-se que a velocidade de uma das partículas 
tem uma componente y de valor v,(1). Qual será a componente 
y da velocidade da outra partícula após a colisão? Lembre-se 
que cada componente, x, y ou z, do momento linear total é con- 
servada separadamente. 

Antes da colisão, as particulas estavam se movendo ao longo 
do eixo x, de modo que a componente y total do momento é 
nula. Devido à conservação do momento linear, a componente 
total y deve permanecer nula após a colisão, portanto, 


MIA) + 02] =0 (19) 


logo, 
04) =. (20) 


Não podemos calcular o próprio 1,(1) sem especificar as traje- 
tórias iniciais e os detalhes das fórças durante o processo de 
colisão. 


EXEMPLO. COLISÕES DE PARTÍCULAS COM EXCI- 
TAÇÕES INTERNAS. Duas partículas de mesma massa e de 
velocidades iguais mas opostas, + 1, colidem. Quais são as 
velocidades após a colisão? 

O centro de massa está em repouso e deve permanecer assim, 
de modo que as velocidades finais, + v,, são iguais e opostas. 
Se a colisão fôr elástica, a conservação da energia requer que a 
velocidade final vy seja igual à inicial v;. Se uma ou ambas as 
particulas forem excitadas internamente pela colisão, então, 
Py < 1s, pela conservação da energia. Se uma ou ambas as par- 
tículas estiverem, inicialmente, em estados excitados de movi- 
mento interno, e se na colisão transformarem parte desta energia 
de excitação em cinética, então v, será maior do que 1. 


EXEMPLO. DEFLEXÃO DE UMA PARTÍCULA PESADA 
POR UMA LEVE. Éste é um problema famoso. Uma partícula 
de massa M, colide elásticamente com uma de massa M, , inicial- 
mente em repouso no referencial de laboratório. A trajetória 
de M, é defletida na colisão de um ângulo 8, . O máximo valor 
possível do ângulo de espalhamento 8, é determinado pelas 
leis de conservação da energia e momento linear, independente- 
mente dos detalhes da interação entre as partículas. O nosso 
problema consiste em achar (8, ass, Veremos que é conveniente, 
num certo estágio do cálculo, olhar a colisão de um sistema de 
referência no qual o centro de massa esteja em repouso. 


164 


ais, no sistema de laboratório, por 


n=0 eu 


e as velocidades finais (após a colisão), por v; e v; . A lei de con- 
servação da energia requer que, numa colisão elástica, as energias 
cinéticas totais sejam iguais antes e depois da colisão. Assim, 


AM 


AM ev? + iMa’, e» 


notando que a condição inicial era v, = O. A lei de conservação 
do momento linear. aplicada à sua componente x, requer que 


Mio, = Mit cos O, + Mary cos Oz. e3 


Podemos considerar que todo o evento da colisão se processa 
no plano xy, desde que haja sômente duas particulas envolvidas. 
A lei de conservação do momento linear, aplicada à sua compo- 
nente y, requer que 


O= M,e; sen 6, + Maez sen 03, 24 


porque esta componente era inicialmente nula. 

É inteiramente possivel, mas um pouco entediante, resolver, 
simultâneamente, as Eqs. (22) a (24) para obter quaisquer gran- 
dezas que nos possam interessar. Estas equações exprimem todo 
o conteúdo das leis de conservação. Mas, é considerivelmente 
mais elegante e informativo estudar a colisão no sistema do 
centro de massa. Em primeiro lugar, calculamos a velocidade 
V do centro de massa, relativamente ao referencial do labora- 
tório, A posição do centro de massa é definida por 

Mit, + Mata 


à Mirim 5 
Ra- N es, 


A velocidade V do centro de massa é dada por 


Mit, + Mata. 
M, +M, ` 


v 


onde exprimimos o resultado em têrmos das velocidades v; e 
Vz antes da colisão, com v; = 0. Note que a (26) é a mesma que 
a (18b), mas, agora escrita em três dimensões. 

Designamos por u, , u; as velocidades iniciais no sistema de 
referência no qual o centro de massa está em repouso; as velo- 
cidades finais, neste referencial, são u’, uz’. Temos as seguintes 
relações entre as velocidades nos sistemas de laboratório e de 
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Depois MN 


A colisão entre M, e M, não precisa estar con- 
finada a uma dimensão, No referencial de labo- 
ratório M, está em repouso antes da colisão. 


No referencial de centro de massa M, e My 
devem afastar-se após a colisão em direções 
opostas. Todos os ângulos O $ 9 < x são pos- 
síveis, e [ui 


A velocidade final de M, no sistema de centro 
de massa, uj, é decomposta nas suas compo- 
mentes segundo x e y, na figura, 


No sistema de laboratório, as componentes x e y 
de v, são as mostradas. Evidentemente 


sen 0 sen 0 


(Ee esiiTa RR AL 
Sho + Vu T cosD + MM; 


27) 


Podemos fazer suposições inteligentes sôbre o tipo de solução 
que seria permitido pelas leis de conservação. Em primeiro lugar, 
Observe que quaisquer colisões nas quais as velocidades 


msu e m =u (8, 


conservarão a energia, porque as energias cinéticas das partículas 
individuais não variam. Mais ainda, o momento linear será 
conservado no sistema de centro de massa se o ângulo de espa- 
lhamento da particula 1 fôr igual ao da partícula 2, isto é, se as 
trajetórias das duas partículas forem colineares. Caso êstes 
ângulos de espalhamento não sejam iguais (vistos no sistema 
de centro de massa), êste centro não poderá estar em repouso 
após a colisão. Mas, sabemos que o centro de massa permanece 
repouso na ausência de fòrças externas. 

Vemos que a cinemática da colisão, no sistema de centro de 
massa, É trivialmente simples. Todos os ângulos de espalhamento, 
8. ., São permitidos pelas leis de conservação. Isto não é ver- 
dadeiro para 0, O, no sistema de laboratório: considere uma 
partícula pesada incidente sôbre uma leve, inicialmente em re- 
pouso. Sabemos, intuitivamente, que a partícula pesada não 
será rebalida para trás em resultado da colisão. Quais são as 
restrições? 

Retornemos ao sistema de laboratório. Escrevendo, por con- 
veniência, O em lugar de 8. ... temos 


onde usamos o fato de que a componente y da velocidade final 
da partícula 1 é idêntica nos dois sistemas de referência. Além 
do mais, pela hipótese (28), u, = uy de modo que 


(30) 


w+ V= e 81) 
a 


portanto a (30) se torna 


EDEMA e) 


Desejamos saber o valor de (8, aux; Ele pode ser obtido gràfi- 
camente de (32) ou pelo uso do cálculo na determinação do 
máximo da tg f, em função de 0. Vemos por inspeção que, para 
M, > Mz, 0 denominador nunca poderá ser nulo e, portanto, 
(01 pax deve ser menor que $x. Se M, = M. então (0 Ju, = 1: 
se M, < M, qualquer valor de 0, é permitido. 


EXEMPLO. O PROBLEMA DOS SATÉLITES. Um saté- 
lite, numa região do espaço livre de fòrças, varre os detritos 
interplanetários à razão de dM/dt = ar onde M é a massa e v 
a velocidade do satélite; 2 é uma constante. Qual é a desacele- 
ração? 

Da segunda lei de Newton 


= SM = My + Mi = 0, 03 

r 

ou, para o movimento unidimensional com M = ar, 
pat ea 


(Isto foi escrito para e > 0) Existe alguma outra maneira de 
encarar o problema? 


EXEMPLO. O PROBLEMA DO VEÍCULO ESPACIAL. 
Um veículo espacial ejeta combustivel com velocidade - Vo re- 
lativa ao veiculo; a taxa de variação da massa do veiculo é 
M = —a, uma constante. Arme e resolva a equação de movimento 
do veículo, desprezando a gravidade. 

Seja v a velocidade do veículo no instante r. A velocidade do 
combustivel, vista do referencial de laboratório (não do veículo), 
que é um sistema inercial, é -Vo + v. Admitimos que Vo e v 
sejam paralelos, de modo que o problema se reduza a unidi- 
mensional. 

A fòrça sôbre o satélite, devida à cjeção do combustivel, é 
igual e oposta ao momento linear, por unidade de tempo, do 
combustível ejetado; visto do referencial de laboratório, êste 
momento é [M|(-Vo + 1) ou aV + 9h de forma que a forea 
sôbre o satélite é 


F=- a- Vo + 0) = ao, es 
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sen 6 
Para M, < May 1804 = qt, tende a 
infinito em 6 = 0, = arcos {- M,/M;). Todos os 


ângulos O £ O, £ z são possíveis. 


Para M, = M,, tg0,= tende a infinito para O 
==. Assim todos os ângulos O £ 6, S 1/2 são 
possiveis como raizes da equação para tg, 


Para M, > M3, tg 0, não tende a infinito. Assim, 
050, S arcsen (M,/M,) < ni2. 


ainda no sistema de referência do laboratório. Para o satélite 
esta fòrça é igual a Mv + Mt, de modo que a equação do movi- 
mento é 


Mv + Mi = aV- 0), (36) 
ou 
Mi=ak, 07 
onde 
Mit) = Mo at. (38) 


(Esta última equação assegura que M = — z, conforme suposto) 
Então, a (36) se torna 


-ae + (Mg at) SE = av, =t), (09) 


de onde, reescrevendo, 


(9a) 
a 
t=-hm(1-5) + (40) 
onde vo é a velocidade inicial do veículo. 
Assim a variação da velocidade num tempo t é 
enem -Hota(1-D)= vap (41) 
% R-i 
Aqui 
M: 
n=% (42) 


é o tempo extrapolado, no qual seria expelida tôda a massa do 
veículo. Evidentemente, o veículo não é todo combustível; a 
máquina se desliga num instante que está, usualmente, entre 
85 e 90% de to. Isto é, 85 a 90% da massa inicial do veículo con- 
siste em combustível. O resultado (41) mostra as vantagens de 
um propelente de alta velocidade (alto V,). O propelente mais 
eficiente possível seriam fótons, para os quais V = c. Faça um 
gráfico da (41), na forma adimensional, usando como variáveis 
(e — vo) /Vo € tfta - Que tipo de papel de gráfico seria melhor adap- 
tado para o esbôço? 
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CONSERVAÇÃO DO MOMENTO ANGULAR 


O momento angular J de uma particula, relativamente a um 
ponto fixo, arbitráriamente, como origem (fixo num sistema iner- 
cial), é definido como 


(43) 


onde p é o momento linear. As unidades do momento angular 
são g-cm?/seg ou erg-seg. A componente de J, ao longo de qual- 
quer linha (ou eixo) que passa pelo ponto fixo de referência, é, 
freqüentemente, chamada de momento angular da partícula em 
tôrno dêste eixo. 

Definimos o momento N, em tôrno dêste mesmo ponto fixo, 


como 
N=rxF (44 


onde F é a fòrça que age sôbre a particula. As unidades do mo- 
mento são dina-cm. Derivando a (43) obtém-se 


da d dr 
S-giexn=Exprrx P. (45) 
Mas, 
Exp=vxMv=0, (s6) 


é, pela segunda lei de Newton, num sistema de referência iner- 
cial, temos 
rx PorxF-N. an 
at 

Nota do Tradutor. A grandeza p = My recebe, com muita fregbência, nos 
textos didáticos de fisica em português o nome de quantidade de mocimento; ao 
passo que J = r x p É, às vêzes, chamado de quantidade de mpcimento anquior. 
Éstes nomes, apesar de muito sugestivos e apropriados, não são usados na lingua- 
gem corrente dos físicos, seja em aula seja em conversa. Usualmente, p é simples- 
mente designado como momento (designação já usada no Cap. 3) ou como mo- 
mento linear, quando existe a possibilidade de confusão com J, que recebe o nome 
de momento angular. Nesta tradução optou-se pelo uso da linguagem falada. 
Esta opção leva-nos a prevenir o aluno sõbre um outro emprêgo da palavra “mo- 
mento” que encontrará em seguida à Eq, 44 onde se define o momento de uma 
förça E, em tômo de um ponto como N =r x F. Aqui é a distância entre o 
ponto e a linha de ação da fòrça. Mais adiante, define-se também o “momento 
de inèrcia” que nada tem em comum com os anteriores. 

De tudo isto, podemos concluir que a palavra momento, conforme usada 
pelos fisicos, não tem um significado próprio bem definido, sua interpretação 
depende do adjetivo que a qualifica. Entretanto, êstes usos possíveis do têrmo 
designam coisas tão diferentes que raramente existe possibilidade de confusão, 
mesmo quando os qualificativos são- omitidos 


O momento angular J em relação ao ponto O 
é definido pela figura. 


O momento angular relativo a um outro ponto P 
É diferente mesmo para a mesma particula com 
o mesmo momento linear p. 


Particula M sujeita à fòrça repulsiva central 
Für) centrada em O. Uma vez que momento 
mecânico 


N=rxF-0, 
temos J = constante 


Uma vez que J é constante num movimento sob 
ação de uma fórça central, um tal movimento é 
confinado a um plano. 


Assim, obtém-se o resultado importante 


as 
ToN (48) 


a taxa de variação temporal do momento angular é igual ao 
momento aplicado. 

Se o momento N = 0, então J = const. O momento angular 
é constante na ausência de momentos externos* ; êste é um enun- 
ciado da lei de conservação do momento angular. Note que esta 
lei não se refere apenas a partículas em órbitas fechadas; ela se 
aplica, igualmente bem, a órbitas abertas e a processos de co- 
lisão. 

Considere uma partícula sujeita a uma fôrça central da forma 


F = ifr). (49) 


Uma fórça central é aquela que está constantemente dirigida a 
(ou para fora de) um ponto fixo. O momento é 


N=rxF=r x ifi) = 0 (0) 
de modo que, para fórças centrais, 
E 6) 


e o momento angular é constante. A secção seguinte mostrará 
que éste resultado pode ser considerado como uma consequência 
direta da invariância da função U(r) sob rotações de sistemas 
de referência. Em primeiro lugar, entretanto, consideraremos a 
extensão da definição do momento angular a um sistema de N 
particulas em interação. 

O momento angular total de um sistema de partículas, refe- 
rido a um ponto fixo arbitrário num sistema inercial, tomado 
como origem, é 

3=BMexv. 63 
Exatamente como no caso de uma particula, o valor de J depende 
do ponto escolhido como origem O. Denominando R, „ © vetor 
da origem ao centro de massa, podemos reescrever J numa forma 
conveniente e importante como 

= È mun Ren) v t 


HËMR aatan, (69) 


* O momento de torção externo é produzido por uma fòrça externa aplicada 
ao corpo. Um momento de torção interno è associado a uma förça exercida sôbre 
uma parte do corpo por uma outra parte. 
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onde J.n é o momento angular em tôrno do centro de massa e 
P=ZM,y, é o momento linear total. O têrmo R,. x Pé o 
momento angular do centro de massa em tômo da origem; 
êle depende da escolha da origem enquanto que o têrmo J, 
não depende. Às vezes, no caso de uma partícula, achamos útil 
definir J, como o momento angular de spin. 


EXEMPLO. MOMENTOS INTERNOS. As interações possi- 


veis entre as partículas podem, elas próprias, originar momentos 
internos. Mostre que a soma de todos os momentos internos é nula. 
O momento total é definido como 


N= Èr, xF, (9 


onde 


F, 69 


é soma de tôdas as fòrças internas sôbre a partícula i, devidas 
a tòdas as outras partículas j. (A linha na soma significa que o 


têrmo j = i é excluído). Assim, o momento interno é 
Nu = Ẹnx F= Yr x Fyi (56) 
mas, reordenando os índices de soma i e j, temos 
E Dn x Fy =F Yr x Fy, (sm 
ET T 
de modo que 
Nu = 7 È E(x Fyt x Fy) (58) 
214 


Admitimos, agora, que as fòrças são Newtonianas, que equivale 
a admitir Fy = —Fy, de onde 


Nú = 3} F e-r Fy. (59) 


Para fórças centrais, F; é paralelo a r; - r. Ficando imediata- 
mente óbvio que (r, — r) x Fy = 0, e portanto 


Nu = 0. (60) 


(O mesmo resultado pode ser obtido para fòrças internas não 
centrais. As fôrças estáticas não centrais, importantes na fisica, 
podem ser simuladas, para a maioria das finalidades, por fòrças 


n 


O planèta M tem momento angular constante em 
tôrmo do sol. Assim Mtv, = Mriv;, onde 

= máxima distância ao sol e r, = minima 
distância ao sol. Tôdas as órbitas planetárias têm 
excentricidades muito menores do que a aqui 
mostrada. 


devidas a arranjos espaciais de particulas, cada uma originando 
uma fórça central). 
Então, admitindo-se que Ny = O, temos de (51), (53) e (60) 


Sha = Notes; G 
hamkata (62) 


Aqui J.n é o momento angular em tôrno do centro de massa, 
enquanto que R.... x P é o momento angular do centro de massa 
em tórno da origem arbitrária. Usualmente, é uma idéia muito 
boa escolher a origem no centro de massa. Então, a (61) pode 
ser escrita como 


(63) 


Quando não há fòrças externas, N,u = 0 € J. é constante. 

Vimos que o movimento do centro de massa é determinado 
pela fórça externa total que age sôbre o corpo. Vemos, agora, 
que a rotação em tôrno do centro de massa é determinada pelo 
momento externo total. 

O significado geométrico do momento angular de uma par- 
tícula, numa órbita que encerra a origem, é sugerido pela figura 
ao lado. A área vetorial AS do triângulo é dada por 


Então 


Vimos que, com escolha conveniente da origem, J = constante 
para fòrças centrais. 

Se, num problema planetário, a origem fôr tomada no sol, 
então o momento angular de um planêta será constante, à parte 
de distúrbios (perturbações) causados por outros planétas. No 
caso de fórças centrais, vemos de (64) e (65), que: 


1. A órbita jaz num plano. 
2. A velocidade de varredura de área é constante — esta é 

uma das três leis de Kepler (discutidas no Cap. 9). 

O primeiro resultado é uma consequência do fato de que r e 

Ar estão num plano perpendicular a J, e J é constante em módulo, 

direção e sentido num campo central. 
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Para uma partícula que se move num circulo, a velocidade 
v é perpendicular a r, de modo que 


J = Mor = Mor. 166) 


Os planêtas movem-se em órbitas elíticas cujo foco está no 
sol. A fim de conservar o momento angular, cada planêta deve 
mover-se mais depressa no ponto de máxima aproximação do 
que no de máximo afastamento. Êste resultado segue-se do fato 
de que, nestes pontos, r é perpendicular a v e o momento angular 
é Mrr. Pela conservação do momento angular, os valóres de 
Mir nestes pontos devem ser iguais, de forma que a r mais curto 
está associado um v maior. 


EXEMPLO. ESPALHAMENTO DE UM PRÓTON POR 
UM NÚCLEO PESADO. Um próton aproxima-se de um 
núcleo muito pesado de carga Ze. À separação infinita, a energia 
do próton é ()M,ro?. Uma extrapolação linear da trajetória, 
quando a separação é grande, para quando ela fòr pequena, 
fa-la-ia passar à distância minima b do núcleo pesado, como 
pode ser visto na figura. Esta distância é chamada parâmetro 
de impacto. 

Qual é a distância de maior aproximação para a órbita ver- 
dadeira? Considere como infinita a massa do núcleo pesado, 
de modo que a energia de recuo possa ser desprezada. (O pro- 
blema completo de espalhamento é exposto na nota histórica 
do Cap. 15) 

O momento angular inicial do próton, em tôrmo do núcleo 
pesado. é M „tob, onde ro é a velocidade inicial do próton. À 
distância de máxima aproximação, chamada s, o momento 
angular é M,v,s, onde v, é a velocidade neste ponto. A fòrça é 
central de modo que o momento angular é conservado, e por- 
tanto 


Mob = Ms; 


Note que desprezamos o momento angular transferido ao núcleo 
pesado. A energia do próton também é conservada na colisão; 
a inicial é inteiramente cinética, igual a 4M ,º,?. A energia no 
ponto de maior aproximação é 
l Mp3 + Ze (66b) 
PET e 


onde o primeiro têrmo é a energia cinética e o segundo a poten- 
cial. Assim, a lei da conservação da energia nos diz que 
Jumpa 420 ima, (660) 
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Movimento de um próton no campo Coulom- 
biano de um núcleo pesado. A trajetória é uma 
hipérbole (Cap. 9) A distância de maior apro- 
ximação é s. O parâmetro de impacto é a dis- 
tância entre o núcleo à extrapolação linear da | 
porção inicial da trajetória. 


ou, usando o nosso resultado anterior, 


apm] a 


A? My 


Estas duas equações podem ser resolvidas para s. Note que as 
leis de conservação nos dizem muito sôbre o processo da co- 
lisão. 


TNVARIÂNCIA ROTACIONAL. A conservação do mo- 
mento angular é uma consegiência da invariância da energia 
potencial sob rotações do sistema de referência. Quando existe 
um momento externo, em geral, devemos realizar trabalho 
contra êle para girar o referencial; se realizamos trabalho, a 
energia potencial deve variar. Uma vez que a energia potencial 
U permanece constante sob rotação, não existe momento ex- 
terno. A nulidade do momento externo, por sua vez, implica a 
conservação do momento angular. 

Esta argumentação pode ser desenvolvida analiticamente, em 
analogia exata à anterior, Eqs. (1) e (7), para o caso da conser- 
vação do momento linear. Façamos Qr representar um vetor 
obtido* pela rotação de r de um ângulo arbitrário 0, em tôrno 
de um eixo qualquer. O módulo de Nr é igual ao de r. Afir- 
mamos que a conservação do momento angular segue da invariância 
rotacional, definida por 


«Qro. 167) 


Vejamos quais são as implicações desta relação quanto à 
dependência de U dos seus argumentos, no caso de duas par- 
tículas. Considere a forma particular 


u 
A substituição de r pelo vetor Nr, obtido por rotação, muda a 
direção mas não o módulo de r, — r4. Assim, caso U deva ser 
invariante, sòmente poderá depender do módulo |r, — r| da 
distância entre as duas particulas. Isto é 
Ur) = Ullr, =r) (69) 
No caso dêste potencial, a fórça F,, = — Fz, é automáticamente 
orientada segundo a reta r3 — r; , Esta fòrça é portanto central 
e, pela Eq. (50), o conjugado se anula. 


Ult, ro) (68) 


* Observe que, aqui, giramos r e não o sistema de referência; podemos fazer 
uma ou outra coisa, mas, o presente argumento poderá parecer mais simples se 
T fòr girado. A grandeza Q não é um simples número, é denominada operador. 
Estudaremos os operadores no Vol. IV. 
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No caso de N partículas, a invariância rotacional do potencial 
é assegurada quando U depende sômente dos módulos das 
separações entre as diversas particulas. 

O potencial visto por um elétron ou íon num cristal não é 
rotacionalmente invariante, porque o campo elétrico, devido aos 
outros ions do cristal, é altamente não homogêneo e não uni- 
forme, Portanto, em geral, não esperemos encontrar uma lei de 
conservação do momento angular das camadas eletrônicas de 
um ion num cristal, embora êste momento seja conservado, 
para o mesmo ion, quando considerado no vácuo. A não con- 
servação do momento angular eletrônico dos ions em cristais 
foi observada em estudos do comportamento, em cristais, dos 
íons paramagnéticos; êste efeito foi denominado abafamento do 
momento angular orbital. 

O momento angular J da terra, tomando o sol como origem, 
é constante pois r x F = O para qualquer massa puntiforme 
da terra, onde F é a fòrça gravitacional que age entre o sol e aquela 
massa. 


EXEMPLO. ACELERAÇÃO ANGULAR QUE ACOMPA- 
NHA A CONTRAÇÃO. Uma partícula de massa M, prêsa a 
um cordão, gira com velocidade v quando o comprimento do 
cordão é ro. Quanto trabalho é executado ao encurtar o com- 
primento para 1? 

A fòrça sôbre a partícula, devida ao cordão, é radial, de modo 
que o momento é nulo ao encurtar o cordão e, portanto, o momento 
angular deve permanecer constante 


Mtoro = Mer. co 


A energia cinética em ro é $Mvg?; quando o comprimento é 
r ela aumenta para 


1 1 To 
de ne) k o 
pois, de (70), resulta que v = tofo/r. Segue-se que o trabalho W, 
fornecido externamente, para encurtar o cordão de rọ à r, é 


eso o 


Vemos que o momento angular age sôbre o movimento radial 
como uma energia potencial efetiva de repulsão: devemos rea- 
lizar um trabalho extra sôbre a partícula para trazé-la de grandes 
a pequenas distâncias, se requerermos a conservação do momento 
angular no processo. 
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A massa M descreve movimento circular de raio 


ro é velocidade vo. Ela está prêsa a uma corda 
que passa por um tubo. A distância rg pode ser 
encurtada puxando o cordão em P. 


A contração da galáxia no plano normal a J é 
limitada porque a “energia potencial” centri- 
fuga fir) aumenta ripidamente quando r — 0. 
Assim f(r) + g(r) tem um mínimo num valor fi- 
nito de r, conforme é mostrado. 


Compare éste comportamento com o da particula que gira 
prêsa a um cordão que se enrola livremente em tôrno de um 
bastão liso de diâmetro finito. Por que é constante, neste caso, 
a energia cinética quando o cordão se enrola? 


A FORMA DA GALÁXIA. O resultado do exemplo prece- 
dente tem consegiências prováveis sôbre a forma da galáxia. 
rei a jr cr br 
de algum momento angular*. Êste gás se contrai devido à sua 
interação gravitacional. À medida que o volume ocupado di- 
minui, a conservação do momento angular requer um aumento 
da velocidade angular. Mas, acabamos de ver que é necessário 
trabalho para produzir êste aumento da velocidade angular. 
De onde vem esta energia cinética? Ela pode provir, sômente, 
da energia gravitacional do gás. 

Uma partícula de massa M, , nas regiões externas da galáxia, 
terá uma energia potencial gravitacional, devida à sua interação 
com o resto da galáxia, da ordem de grandeza de 


GM,M 
onde r é a sua distância ao centro e M é a massa da galáxia. A 
energia potencial efetiva associada ao momento angular depende 
de r, como em (72). 

A soma de (72) e (73) é um extremo (esta é uma condição 
necessária para o equilíbrio) quando 


(73 


(14 


(5) 


Para valôres de r menores do que os dados por (75), a energia 
gravitacional não é suficientemente forte para continuar a impelir 
a contração. A Eq. (75) é idêntica ao enunciado de que, para 
r = ro. a fórça atrativa GM,M/r é igual à centrifuga, M,v?/r. 

Mas, a massa de gás ou de estrélas pode sofrer colapso na 
direção paralela ao eixo do momento angular total sem mudança 
do valor de seu momento angular. A contração é causada pela 
atração gravitacional e o ganho de energia na contração deve 


“Não é possível, no estado atual do conhecimento, dizer de onde proveio o 
gás no início, ou porque uma dada massa de gás deveria ter momento angular. 
Massas sem momento angular condensar-se-ão como esferas. 
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Originalmente uma núvem de gis,... 


ser dissipado de algum modo, acredita-se que isto ocorra por 
radiação, A nuvem pode, portanto, sofrer colapso, quase com- 
pletamente, na direção paralela a J, mas a contração no plano 
equatorial é restringida. Éste modélo de evolução galática é 
devido a Hubble; alguns investigadores recentes acreditam que 
possa ser simples demais. 

O diâmetro da nossa galáxia é da ordem de 3 x 10* parsecs, 
ou 1023 cm. (1 parsec = 3,084 x 105 cm). À espessura da galáxia, 
nas vizinhanças do sol, depende um pouco da definição da espes- 
sura, mas, a esmagadora maioria das estrélas aglomera-se nas 
cercanias do plano meridiano, numa espessura de algumas cen- 
tenas de parsecs. A galáxia é, assim, muito achatada; atribui-se- 
“lhe uma massa aproximadamente 2 x 10!! maior do que a 
do sol, ou 


(2 x 10H)(2 x 1033) = 4 x 10% g. 


Uma estimativa da massa pode ser feita a partir da (75), pela 
substituição dos valôres conhecidos de v e r para o sol. O sol 
acha-se nas proximidades da borda externa da galáxia, cêrca 
de 10º parsecs = 3 x 107? cm do eixo desta. À velocidade an- 
gular do sol, em tôrno do centro galático, é aproximadamente 
3 x 10° cm/seg, de modo que podemos deduzir de (75) uma 
estimativa da massa da galáxia 
er UOS x 1022) 
[a EU 


Desprezamos o efeito da massa mais afastada do centro galático 
que o sol. 


M= =4x 10% g 09 


O MOMENTO ANGULAR DO SISTEMA SOLAR. A 
figura ao lado mostra os momentos angulares dos vários com- 
ponentes do sistema solar. Façamos nós mesmos, como verifi- 
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a galáxia começa a achatar-se,... 


e finalmente assume a forma de pastilha, com um 
núcleo central mais ou menos esférico. 


Distribuição do momento angular no sistema so- 
lar, em tômo do centro do sol. O simbolo E 
designa o conjunto dos quatro planètas Mercú- 
rio, Venus, Terra e Marte. Note a contribuição 
relativamente pequena da rotação do sol em 
tômo do próprio eixo. 


cação, uma estimativa de um dos valóres dados. Considere o 
planêta Netuno, cuja órbita é muito aproximadamente circular. 
A distância média de Netuno ao sol é dada em livros de refe- 
rência como 5 x 10º km = 5 x 10! cm. O período de rotação 
de Netuno em tôrno do sol é de 165 anos = 5 x 10º seg. A massa 
de Netuno é cêrca de 1 x 10°°g, o seu momento angular em 


ARES ca (102K6N2S x 1028) 
1 Mom ME me SEDES 1 


=30 x 10% g-cm?/seg, qm 


em concordância aproximada com o valor de 26 x 10º g-cm?/seg. 
indicado na figura. A direção de J é aproximadamente a mesma 
que a dos principais planêtas. 

O momento angular de Netuno, em tôrno do seu próprio centro 
de massa, é muito menor. O momento angular de uma esfera 
em rotação uniforme é da ordem de MrR, onde v é a velocidade 
superficial de rotação e R é o raio. Na realidade, éste resultado 
deve ser reduzido por um fator numérico, calculado no Cap. 8 
como 2, porque a massa da esfera não está concentrada à dis- 
tância R do eixo, mas distribuída. Assim, 


2 22MR? 


(78) 


onde T = 2xR/v designa o periodo de rotação do planèta em 
tôrno do seu eixo. Para Netuno, T = 16 hs x 6 x 10* seger = 
= 24 x 10º cm, de onde 


Jas ONUS = 100) =2x 10° gom?jseg (19) 


que é desprezível em comparação com o momento angular 
orbital em tôrno do sol, conforme dado na Eq. (77). 

Uma estimativa semelhante de J, para o sol resulta em 
6 x 10% g-cm?/seg. A rotação do sol, em tôrno de um eixo pelo 
seu centro, consome apenas cèrca de 2% do momento angular 
total do sistema solar. Uma estrêla mais quente típica pode ter 
umas 100 vêzes mais momento angular do que o sol. Parece, 
assim, que a formação de um sistema planetário é um meio efi- 
ciente de retirar momento angular de uma estrêla em resfria- 
mento. Se cada estrêla formasse um sistema planetário, ao passar 
por um estágio de sua história semelhante ao do sol, poderiam 
existir na nossa galáxia mais do que 10!º estréias dotadas de 
planêtas. 


O MOMENTO ANGULAR INTRÍNSECO DAS PARTÍ- 
CULAS ELEMENTARES. Sabe-se, a partir das experiências 
discutidas detalhadamente no Vol. TV, que as partículas elemen- 
tares têm um momento angular intrínseco J,- Êste momento 
angular intrínseco é usualmente chamado momento angular de 
spin, designado por $ e medido em unidades de 


constante de Planck 


g T 


= 1,0542 x 107?" erg-seg 
Note-se que as dimensões de # são as mesmas que as de Mrr- 
Os valóres de $ para várias partículas estão tabulados abaixo: 


Partícula Momento angular de spin, S 


Elétron 1 
Fóton 1 
Núcleon (próton ou nêutron) 
Neutrino 
Méson nu? 
Méson nº, 
Aº (hiperon) 
Méson K*, Kº 


om on 


LEITURAS COMPLEMENTARES 


PSSC, cap. 23 


LISTA DE FILMES 


“Vorticidade” A. Shapiro (filme ESI) Dá algumas belas demonstrações da mecá- 
dos fluidos que ilustram as integrais de linha, rotacionais e momento 
angular. 


PROBLEMAS 


1. Momento angular de um satélite. a) Qual é o momento angular (referido 
ao centro da órbita) de um satélite de massa M, que se move numa órbita circular 
de raio 7? O resultado deve ser expresso apenas em têrmos der, G, M, , M, (massa 
da terra) Resp. J = (GM M3} 2. 

b) Para M, = 100 kg qual èo valor numérico (em unidades CGS) do momento 
angular para uma órbita cujo raio é o dôbro do da terra? 
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2 Efeitos do atrito sôbre o movimento de um satélite. Qual É o efeito do atrito 
atmosférico sôbre o movimento de um satélite numa órbita circular (ou quase 
circular)? Por que o atrito aumenta a velocidade do satélite? 

b) A frioção aumenta ou diminui o momento angular do satélite, medido rela- 
tivamente ao centro da terra? Por quê? 


à. Relação energia-momento angular de um satélite. Exprima, em têrmos do 
momento angular J, as energias cinética, potencial e total de um satélite de massa 
M, numa órbita circular de raio r. 

Rep. K= PAMP: U=-JMò: E=-PAMP. 


4. Elėtron ligado a um próton. Um elétron move-se em tôrno de um próton 
numa órbita circular de raio 0.5 À = 0,5 x 10-* cm. 
a) Qual é o momento angular orbital do elétron em tôrno do próton? 
Resp. 1x 102" ergseg 
b) Qual é a energia total expressa em ergs e em elétron volts? 


S.A soma dos momentos internos é nula. Considere um sistema isolado de três 
partículas 1, 2 e 3, (mostrado no diagrama) que interagem por meio de fòrças cen- 
trais F,; = 1 dina, F,, = 06 dinas, F,, = 0,75 dinas, onde F,, designa a fòrça 
sôbre a partícula í, quando interage com a j. 

a) Mostre, explicitamente escrevendo tôdas as fòrças sob forma de compo- 
mentes, que a soma dos momentos internos é nula 

Nuc E LnxFy-0 
m 

b) Mostre que o mesmo resultado é obtido permutando os indices de soma e 

somando r, xF- 


6 As Jörças sôbre uma escada. Uma escada de massa de 20 kg e comprimento 
10 m apoia-se contra uma parede vertical lisa, a um ângulo de 30° com a vertical. 
A escada, de construção uniforme, é impedida de escorregar pelo atrito contra 
o chão. Qual é a intensidade, em dinas, da fòrça exercida pela escada contra a 
parede! (Sugestão: Use o fato de que a soma dos momentos deve ser nula para 
uma escada em repouso.) Resp. 56 x 10º dinas. 


7. Energia cinética rotacional. Qual é à energia cinética rotacional (em ergs) 
“de um anel circular fino de 1 m de raio e densidade linear de 1 g/cm, que gira a 
100 ciclos/seg em tôrno de um eixo que passa pelo seu centro e perpendicular 
ao plano do anel? 


8.0 momento angular da lua Compare o valor do momento angular da lua, 
em sua órbita em redor da terra, com o valor Mc? do seu momento rotacional 
em tômo do próprio eixo. 


9. Momento angular numa colisão próxima entre duas partículas. Um néutron 
de energia um Me ultrapassa um próton, a uma distância tal que o seu momento. 
angular, relativamente ao próton, é igual, aproximadamente, a 10-2* ergseg- 
Qual é a distância de maior aproximação? (Desprezamos a energia de interação 
entre as duas partículas) Resp 4 x 104 cm, 


10. Momento angular do movimento linear. Uma particula de massa M viaja 


com velocidade v, = rt ao longo da linha y = s,. Em 1 = 0, a particula está 
no ponto (0x). 
a) Calcule o momento angular da particula em tôrmo da origem. 


Resp Mes 
bj Calcule o momento angular total em tórno do ponto (0,5:) onde y3 < 7 : 


11. Colisão particula-haltere. Duas particulas iguais de massa M estão ligadas 
por um bastão rigido de massa desprezível e comprimento a. O centro de massa 
dêste sistema, semelhante a um haltere, está estacionário num espaço livre da 
gravidade e o sistema gira, com velocidade angular «o, em tôrmo do centro de 
massa. Uma das massas girantes choca-se contra uma terceira de massa M, que 
se encontrava estacionada, e adere a cla. 

a) Localize o centro de massa do sistema de três partículas no instante ante- 
rior à colisão; qual é a sua velocidade? 

b) Qual é o momento angular do sistema de três partículas, relativamente ao 
centro de massa no instante anterior à colisão e no seguinte? 

©) Qual é a velocidade angular do sistema, em tórno do centro de massa, após 
a colisão? 

d) Quais são as energias cinéticas iniciais? 


12. O momento angular num jôgo de bola, O objetivo dêste jógo consiste em 
‘bater na bola com fôrça suficiente para que a corda, à qual ela está prêsa, se enrole. 
em têrna do poste vertical antes que o adversário possa emrláia na diresão 


enrola em têrmo do poste, após um único golpe que lhe imprime velocidade ro- 
O comprimento da corda é [e o raio do poste é a < 1 (veja a figura} 

a) Qual é o centro instantâneo de rotação? 

b) Existe algum momento em tómo do eixo que passa pelo poste? É conser- 
vado o momento angular? 

e) Admita que à energia cinética seja conservada e calcule a velocidade em 


função do tempo. 
T Qual é à velocidade angular depois que a bola tenha fito cinco rotações 
completas? Resp. = (1 10najeg/[o? + (1 10n}. 


13. Energia potencial centrifuga efetiva. É conveniente usar coordenadas polares 
planas », p para descrever um movimento num plano perpendicular a um cixo de 
rotação. 

a) Mostre que a velocidade, neste sistema de coordenadas pode ser escrita como 


+s 
onde 1, è exatamente dride, a taxa de variação do comprimento r, e 
Ee = rápido, 
bj Mostre que a energia cinética de uma particula, neste sistema de coorde- 
nadas, é 
K= IME sor 
onde w = dpjdt. 
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6) Masire que a energia total é 


1 Eq 
E=UM Me is 


“onde J é momento angular da particula, em tôrno do eixo fixo normal ao plano 
de movimento. Sugestão: Lembre-se da Eq. (721 

Desde que a força é central não existem momentos sòbre a particula e J é 
constante do movimento. O têrmo 47/2M7* é chamado, ás vêzes, de energia po- 
tencial centrifuga: mostre que esta energia representa uma fòrça radial para fora 
de PIM. 

e) Se Lir) = 107, mastre que Uir) representa uma fòrça radial dirigida para 
dentro, de Cr. 

D) Mostze, a partir de (d) e el que o equilibrio destas forças equivale à condi- 
Sio e? = CM. 


14. A relação momento angular momento Referindo J e N aa centro de massa 
“somo origem, mostre que «Jjdr = N, mesmo se o centro de massa tiver veloci- 
dade variável vli), relativamente a algum sistema inercial. 


TÓPICO AVANÇADO: ENCONTRO DE UM METEORITO COM A 
ATMOSFERA. Os meteoritos, que são corpos pequenos no espaço interplane- 
tirio movendo-se em örbitas fechadas em tôrno do sol, colidem ocasionalmente 
“com a terra, originando meteoros visiveis. Um meteorito desacelera, quando colide 
“com a atmosfera terrestre externa, devido à transmissão de momento linear às 
moléculas de ar com as quais colide. Quando a distância média (caminho livre 
médio, percorrida por uma molécula de ar antes de colidir com uma outra, é 
grande relativamente às dimensões do meteorito, o problema da desaceleração 
pode ser pósto em térmos das colisões individuais entre as moléculas de ar € o 
meteorito, em vez de ser considerado como um problema de hidrodinâmica clássica. 


“área” S da secção de choque efetiva do meteorito: adotando a hipótese 
aproximada de que a velocidade inicial das moléculas é desprezível relativamente 
A e Tretas de wma Iipinese razoável, pois, de ostra forma, as smolévulas de ar 
escaparam da atmosfera. Mostre que 


Tsp” 

T 

onde p é a densidade da atmosfera e F uma constante numérica da ordem da uni- 
dade. O valor de T dependerá da hipótese se as colisões são elásticas ou inclásticas; 
suponha que sejam ineláticas e que as moléculas se colem ao meteorito. Se quiser, 
pode tratar o meteorito como um cubo que se desloca com uma face perpendicular 
ao movimento. 


* No estágio atual de conhecimento, não é possivel dizer de onde surgiu ini- 
cialmente o gás, ou por que uma dada massa de gás deveria ter um momento 
angular. Massas desprovidas de momento angular condensar-seão como esferas 


b) A abrasão (perda de massa) do meteorito pode ocorrer por fragmentação 
ou vaporização. Usando o princípio da conservação da energia, deduza uma 
expressão para a velocidade de perda de massa em têrmos da velocidade, massa 
e densidade do meteorito e da densidade do ar. Use o símbolo € (zeta) para a cons- 
tante que representa a quantidade de energia necessária para a abrasão de uma 
grama do material do meteorito, por quaisquer processos que possam ocorrer 
é o simbolo A para a constante que representa a eficiência da troca de energia 
entre as moléculas de ar e o meteorito. Despreze, aqui, a energia cinética perdida 
por deceleração. O resultado aproximado é 


onde pu é a densidade do meteorito e onde admitimos que $ = (Mp? o que 
c) Estime, de (a) a ordem de grandeza de didi, para valôres plausíveis das 


grandezas relevantes. Use um p estimado para altitude de 100 km que é x 10-1º 
Bem”. Nesta altitude, o caminho livre médio de uma molécula de N; é cêrca 
de 10 em. Êstes dados podem ser encontrados nas tabelas padrão. 
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Um pedaço do meteoro de Canyon Diablo, pe- 
sando 40 kg A peça tem aproximadamente 30 cm 
de diâmetro. (Fotografia de “Brookhaven National 
Laboratory 
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O oscilador harmônico 


O oscilador harmônico constitui um exemplo excepcional- 
mente importante de movimento periódico, pois serve como um 
modêlo exato ou aproximado para muitos problemas de fisica 
clássica e quântica. Os sistemas clássicos, que são as realizações 
do oscilador harmônico, incluem quaisquer sistemas estáveis 
ligeiramente deslocados das suas posições de equilibrio, tais como 


1. Um pêndulo simples no limite de pequenos ângulos de osci- 
lação. / 


2 Massa ligada a uma mola no limite de pequenas ampli-/ 
tudes de oscilação. 


3, Um circuito elétrico composto de indutância e capacitância. 
no caso de tensões e correntes suficientemente baixas para que os 
elementos do circuito permaneçam lineares. 


Um elemento de circuito elétrico ou mecânico é dito linear 
quando a sua resposta é diretamente proporcional à fòrça impul- 
sora, Na maioria dos casos, os fenômenos (mas nem todos os 
interessantes) da fisica são lineares quando o intervalo de variação 
é tomado suficientemente pequeno; da mesma forma que na maio- 
ria das vêzes, as curvas que você encontra podem ser conside- 
radas como retas, em intervalos suficientemente pequenos. 

As propriedades mais importantes do oscilador harmônico 
são as seguintes: 


1. A fregúência do movimento é independente da amplitude 
da oscilação. 


2. Os efeitos de várias forças impulsoras podem ser super- 
postos linearmente. 


Neste capítulo, trataremos estas propriedades do oscilador har- 
mônico. Estudaremos tanto o movimento livre como o forçado, 
bem como os efeitos do atrito e de interações anarmônicas fracas, 
ou não lineares, adicionadas ao sistema. É importante saber o 
que acontece quando o sistema não pode mais ser tratado como 
linear. 


185 


O pêndulo simples consiste numa massa punti- 
forme M prêsa à ponta de um bastão desprovido 
de massa de comprimento L-O pêndulo gira em 
tôrno de um eixo que passa por P e é perpendi- 
cular ao plano do papel. A linha OP é vertical. 


O teorema de Pitágoras junto com a expansão 


binomial revelam por que cos 9 
0 4&1 radiano. 


146, para 


baseada na lei de conservação de energia, Uma outra abordagem 


L- Loos 6, CE 


conforme pode ser verificado na figura. A energia potencial da 
massa M no campo gravitacional terrestre é 


Uh) = Mgh, 3 


referida à posição sem desvio (vertical) como o zero da energia 
Potencial. Substituindo (1) em (2) obtém-se 


U(8) = Mall -cos O); u0) = 0. [E] 
A energia cinética do pêndulo é 
K = Mt = IML, (9 


onde v = Lô liga a velocidade à taxa de variação da deflexão 
angular. A energia total é 


E=EC+HEP=K+ U = ML? + Mgl(I-cos 0). (9 


E=IMIAP + IMgLeR. o 
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Resolvendo a Eq. (7) para È, encontramos 


: do (E MgL"? 


F (8 


Designamos os pontos de reversão por & e “Oy: a amplitude 
da oscilação é fy . Nestes pontos, o pêndulo está momentânea 
mente em repouso e a energia cinética é nula. De (7) temos, com 
d=0 


2E 


E = IMgL6?; b= (9 

f yE. O pêndulo oscila entre os limites #4 e» 0- Nestes 
Assim podemos reescrever a (8) como “pontos de relômo”, K = 0e U = E Em 0 = 0, 

Š A U =0cK = E Para 0 < 1 radiano, U = MgL. 

do (0a ppa 

T (4) (09? - P, (10 
ou 

do 
q ay 
O 


Esta forma é conveniente para a integração 
Se a condição inicial ou a fase do movimento fòr tal que O 
tenha o valor 6, , para £ = 0, então 


do 1 
are- (2) fa (12 


A integral à esquerda é elementar (Dwight 320.01): 


4 yr a3 


Sabemos que sen! (9/85) = 0/8, de modo que podemos rees- 2 
crever (13) como 


F 1a 
g msn (9 t+ sen! il (4 


ou 
6 = 0 sen (ent + q), as) 
onde identificamos a frequência angular w e a fase q com 
va nes 
on =(4) Post gi. aó 
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A função 4 = Oo sen (axt + 9) representada 
num gráfico com £ como ordenada. Após a pas- 
sagem de um periodo completo de oscilação 
2af, função se repete. O valor de 8 em £ = O 
é designado por 8, , sendo igual a O, sen ọ. Isto 
é q É escolhido de modo a produzir o valor 
desejado de 6, . Denominamos 0y de amplitude 
do movimento e p de fase do movimento. 


Aqui, 9 É uma constante do movimento. Mesmo que tenha 
as dimensões de um ângulo, não é um ângulo que possa ser ime- 
diatamente visualizado. O leitor deve ter claramente em mente 
as três grandezas seguintes: 


1. Oo é a amplitude máxima de oscilação. 

2 6, é o ângulo inicial do movimento em t = 0. O pêndulo 
pode ser pósto em movimento a partir de ð = 6, , sejá abando- 
nando-o livremente, seja imprimindo-lhe alguma velocidade 
angular inicial. A maneira de fazê-lo afetará O. 

3. Em geral, q não é um ângulo determinado, que se possa 
apontar no movimento do oscilador. Ele deriva de 0, e 0, , efe- 
tuando apenas a correção apropriada a O = 0, sen «xt, quando 
o movimento não é iniciado de 8, = 0. A condição inicial esco- 
lhida nos diz o valor de q através da (16). 


O símbolo «, é empregado usualmente para designar a fre- 
qüência angular do movimento livre ou natural do sistema os- 
cilante, O subscrito (9) sôbre « nada tem a ver com t = 0. 
A frequência angular* «p relaciona-se à freqüência fọ das 
oscilações livres do pêndulo. 
oo _ WL? 
h=- UM an 


Quando L = 100 cm, temos wọ = (980/100)"? = 3 rad/seg A 
frequência é independente da massa M e da amplitude O, do 


* Muitas vêzes, reerir-nos-emos à frequência angular, simplesmente, como 
a freqüència. Muitos fisicos o fazem sem causar confusão especial. O uso do sim- 
bolo o em lugar de f ou v identificará, usualmente, a variável como uma frequência 
angular. No que se refere a valôres numéricos, v e f são geralmente dados em ciclos 
por segundo (cps); œ é dado em radianos por segundo ou, simplesmente, como 
seg ~', com os radianos subentendidos. O radiano é adimensional. Também, 
é Dastante comum exprimir a frequência v em vibrações por segundo, ciclos/seg 
ou rotações/seg e a freqüência angular œ em radianos/seg. Ambos têm dimen- 
sões de seg"! 
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movimento, desde que O, < L Note que não há maneira pela 
qual à massa pudesse entrar do lado direito da (17) conservando-o 
como uma grandeza com dimensões de uma freqüència. 

Podemos, também, resolver o problema do pêndulo simples 
por uma abordagem que parte das equações de movimento. Ao 
escrever a (10), usamos a lei de conservação da energia na forma 
(5). Note que (10) é uma equação diferencial de primeira ordem, 
e que tivemos de efetuar apenas uma integração com respeito 
ao tempo para obter o resultado (14). A equação de movimento 
é uma equação diferencial de segunda ordem, conforme veremos 
adiante. À fim de resolvê-la, para o ângulo de deflexão, teremos 
que integrar duas vêzes relativamente ao tempo. Convêm lem- 
brar que o uso explícito da conservação da energia pode, com 
fregiiência, economizar trabalho matemático, eliminando uma 
integração. 

Escolhemos o eixo x normal ao plano do movimento. O 
momento N,. devido à gravidade é, com F = Mg, 


N, = (r x F), = LMg sen 6, (18) 


tomado em tôrno da suspensão do pêndulo. O momento angular 
J,, em tórno dêste ponto, é, com o momento linear p = MLô, 


Je=(tx ph =- ML’). (19) 


Sabemos, do Cap. 6, que a taxa de variação do momento angular 
é igual ao momento 


ML?Ö =—LMg sen 0, (20) 
de modo que a equação de movimento do pêndulo é 
ô+4 sen 0 = 0. eu 


No limite 9 < 1, de pequenos ângulos de deflexão, aproxi- 
mamos sen 0 por 0: 


E 
d+ S0-0 o 
z 
Esta é a equação de movimento de um oscilador harmônico de 
freqüència angular 
aa. 
o =(4) a e3 
A fim de provar esta afirmativa, note-se, simplesmente, que 
o nosso resultado (15), ou qualquer outra combinação linear 
1 


O pêndulo oscila no plano yz. A fòrça da gravi- 
dade sôbre M é F = Mg, na direção -z. O mo- 
mento mecânico N, devido a esta fòrça é MgL 
sen Ø, na direção + x. 


de sen «nf e cos cpt é uma solução de (22). Tentamos a (15): 


0= 0 sen tot +o): ea 
Ô = orafa cos (ort + 9); es, 
Ë= -gto sen (wot + q) (26) 


De (24) e (26), vemos que a (22) reduz-se a 


0020, sem (oot +) + 500 sen (oot +90) = en 


que está de acôrdo com a (23) quando tomamos o? = g/L. 
A aritmética será ligeiramente mais elegante se tomarmos 


0 = mat; es 

então, 
Ó = io = iogh; (29) 
Ë = ig = (i00 = 0770. (0) 


Vemos que a (30) tem exatamente a forma (22), quando w? = g/L. 

Percebe-se que tanto a (24) como a (28) satisfazem a equação 
de movimento (22). Na realidade, qual é a solução correta? A 
resposta é que a (24) é a resposta física correta, que dá o ângulo 
formado, a qualquer instante, pelo braço do pêndulo e a vertical. 
A Eq. (28), conforme está, tem um aspecto não físico porque 
contêm a quantidade imaginária i. Quando resolvemos uma 
equação de movimento com quantidades complexas (o que é, 
às vêzes, matemáticamente mais fácil), devemos lembrar de, no 
fim, adotar apenas a parte real ou a imaginária para obter a 
solução fisica. Note que, de fato, a parte imaginária de (28) é a 
(24), de modo que a (28) contém a solução correta. 


EXEMPLO. EFEITOS NÃO LINEARES. Consideremos um 
pêndulo que oscila com amplitude tão grande que não é mais 
possível desprezar o têrmo 6º na expansão do sen 0, como fi- 
zemos acima em (22). Qual é o efeito do têrmo 6º sôbre o movi- 
mento de pêndulo? Este é um exemplo elementar de um oscilador 
anarmônico. Os problemas anarmônicos ou não lineares são 
habitualmente dificeis de se resolver exatamente (a não ser por 
computadores); mas, soluções aproximadas são frequentemente 
suficientes para nos dar uma boa idéia do que esteja se passando. 

A expansão do sen 6 até têrmos da ordem 0º, comumente 
expressa como uma “expansão até 00°)’, é 


sen 0 = 0-4? +... em 


de modo que a equação de movimento (21) passa a ser, nesta 
ordem, 


PO a 
qa + 000 


e» 


onde cx? designa a quantidade g/. 
mento de um oscilador anarmónico. 

Vejamos se é possivel encontrar uma solução aproximada 
de (32) da forma 


a 


Esta ë a equação de movi- 


Do sen ow + cfo sen Jo, 63 


onde £ é uma constante adimensional, que se espera ser muito 
menor do que 1 para 0, < 1. 

Isto é, veremos se o movimento pode ser representado apro- 
ximadamente (ou exatamente — ainda não o sabemos) como a 
superposição de dois movimentos diferentes, um em sen «x e 
o outro em sen 3o. A presença do têrmo em sen Jo é sugerida 
pela identidade trigonométrica (Dwight 403.03): 


sen? x = jsen x- isen 3x. (34 


Desta forma, o têrmo fº gerará, a partir do cubo do seno ot, 
um têrmo em sen 30x. À fim de satisfazer a equação diferencial, 
somos forçados a adicionar ao sen œt um têrmo como £ sen 
3x, que cancele exatamente o têrmo em sen 3wt gerado por 0º. 
Continuando êste processo, o têrmo nóvo £ sen Jet na solução 
de ensaio originará, ao ser elevado ao cubo, um têrmo em é 
sen 9em, e assim por diante. Não existe motivo aparente para 
que êste processo pare, mas, se c < 1, pode-se esperar que con- 
viria rúpidamente, porque potências cada vez mais altas de £ 
serão envolvidas como fatôres nos térmos de alta freqüència. 
É evidente, agora, que a (33) só pode ser uma solução aproxi- 
mada, no melhor dos casos. Resta-nos determinar £ e w; embora 
« deva reduzir-se a og para pequenas amplitudes, poderá diferir 
dêle para as grandes. Por simplicidade, suponhamos que 9 = O 
em1=0, 

Uma solução aproximada dêste tipo, de uma equação dife- 
rencial, é chamada solução perturbativa, porque cada têrmo 
da equação diferencial perturba o movimento que ocorreria 
na sua ausência. Como devem ter percebido, chegamos à forma 
(83) por meio de suposições; é bastante fácil experimentar vários, 
rejeitando os que não funcionam. 

De (33) temos 


Ü = 020, sen ot -9th sen Jo; 
08 = 0? (sen? ot + 3e sen? cx sen 3ot + 


onde desprezamos os têrmos de ordem z? e 1º, devido à nossa 
hipótese de que é"possível encontrar uma solução com £ < 1. 
Então, os têrmor de (32) se tornam. usando a identidade trigo- 
nométrica (34), 


—o? O, sen ot-9w? sbo sen 30t; 


namos agora, verticalmente, os têrmos de (36). A soma 
à esquerda é nula devido à (32). Caso (33) deva ser uma solução 
aproximada de (32), para qualquer tempo £, é necessário que os 
coeficientes de sen «x e sen 3wt se anulem, separadamente, do 
lado direito da (36); pois, supondo que êstes coeficientes não 
se anulem, teriamos, então, uma expressão da forma A sen œt + B 
sen 3wr = 0, onde 4 e B são constantes. Mas, uma tal equação 
não pode ser satisfeita para todos os valôres de t, portanto A e B 
devem ser simultâneamente nulos. Cortando a nossa solução 
de ensaio (33) em 301, deixamos de incluir todos os têrmos ou 
fregiências que podem ocorrer, mas incluímos os mais impor- 

tes. 

O requisito de que o coeficiente de sen ot em (26) devem ter 
soma nula equivale a 


+ 0-0? = em 


aP =) o S woll -ato (38) 


quando usamos a expansão binomial da raiz quadrada. A eq. 
(38) descreve a dependência de w de y. Aqui, wo é o limite de œ 
quando 8, — O; êste é o limite de pequenas amplitudes, Quando 
8 = 0,3 rad, o desvio relativo de freqüência é Aw/w = — 1077, 
onde Aw = w — wo. Note que, para grandes amplitudes, a fre- 
aiiência do pêndulo depende da amplitude. 

A solução (33) contém também um têrmo em sen 3cx. A am- 
plitude dêste têrmo, relativamente à do em sen ot, é £, determi- 
nada pela condição que os coeficientes do têrmo em sen 3x 
em (36) devem anular-se: 


2 
-9w + pe + Sebo? (39) 
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Se fixarmos w? = %?, então a (39) reduzir-se-á 


[a 
E= 797 (40) 
Podemos considerar que £ mede a fração da mistura do têrmo 
sen 3ut na solução para 8, que é dominada pelo têrmo sen cx. 
Para d = 0,3 rad, temos e x 107, que é muito pequeno. O 
coeficiente do têrmo sen? owt sen 3wt, na Eq. (36), é pequeno da 
ordem O(s) ou O(8?), relativamente aos têrmos conservados; 
desprezamos êste têrmo na nossa aproximação. 
Por que deixamos de incluir em (33) um têrmo em sen 20x? 
Tente você mesmo uma solução da forma 


6= 0 sen ot + nO, sen 20x, an 


e veja o que acontece. Você encontrará n = 0. O pêndulo gera 
principalmente a terceira harmônica, ou seja térmos em sen 30t, 
e não a segunda. A situação seria diferente para um dispositivo 
cuja equação de movimento incluisse um têrmo em 8°. 

Qual é a frequência do pêndulo a grandes amplitudes? Não 
existe uma freqüência única do movimento. Vimos que o têrmo 
mais importante (a maior componente) é o em sen ot, e dizemos 
que w é a fregiiência fundamental do pêndulo. Em nossa apro- 
ximação w é dado pela (38). O têrmo em sen 3ut é chamado o 
terceiro harmônico da freqüència fundamental. O nosso argu- 
mento, que seguiu à (33), sugere que no movimento verdadeiro 
está presente um número infinito de harmônicos, mas são, 
maioria, muito pequenos. Em (33), a amplitude da component o. 
fundamental do movimento é 0y; a da terceira harmônica é 20o - 


Y MASSA LIGADA A UMA MOLA. Consideramos, no Cap. 
5, uma mola que obedecia à lei de Hooke: 
F,=-Cx. (42) 


onde x é a coordenada da extremidade da mola. Quando uma 
massa M está ligada à extremidade da mola e esta é tratada 
como desprovida de massa, à equação de movimento do sistema é 


Mi=-Cx t+ fx=0 (43) 


A solução da (43) é semelhante à da (22). É fácil de perceber que 
esta equação tem soluções da forma* 


x= A sen (Oot + 0), (44) 


Poderiamos, igualmente bem, escolher soluções da forma x = A cos (an + 9) 
ou x = B cos mt + D sen oyt. Estas escolhas são, usualmente, uma questão de 
conveniência. 
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Um oscilador harmônico simples que consiste 
numa massa M e uma mola sem massa de cons- 
tante elistica C. Uma pena ligada a M traçará 
uma senóide sôbre uma fita de papel que avança. 
com velocidade constante em frente a M- 


onde 4 e são a amplitude e a constante'de fase. Demonstremos, 
agora, que (44) é a solução da (43). Escrevamos 
wA cos loat +o); È=- w?A sen (ost +), (45) 


de modo que de (44) e (45) vemos que 
EEEE (46) 
Esta é idêntica à (43) quando a frequência angular é dada por 


(47 


O movimento é harmônico de freqüència angular q, ; sua am- 
plitude é A. A fase q é determinada pelos valôres de x e è em 
t = 0, neste instante as Eqs. (44) e (45) fornecem os valóres 
w=ASnp e ro= oA cos q; 
estas duas relações podem ser resolvidas para A e. Quando = $, 
x= A sen (wot +5) = A cos cgt, (48) 
porque o seno e o co-seno diferem apenas por uma diferença 


de fase de 3. Vemos, de (44), queg = fse em t = 0 a mola tiver o 
deslocamento máximo. 


EXEMPLO. ENERGIA MÉDIA CINÉTICA E POTENCIAL. 
Calcule a média, ao longo do tempo, da energia cinética e po- 
tencial do oscilador harmônico. 

A energia cinética é 


K = [M$ = IM[epA cos (cx + 9)P (49) 


usando a (44), A média temporal* desta energia cinética, sôbre 
um periodo T do movimento, é 
1 anion 
Kåt cos? (et + q) dt 


1 242 
=" = MwA Tl (50) 


onde 2/0, é o periodo. Uma vez que a integral é extensa ao 
periodo completo, não importa o valor da fase q e podemos, 
convenientemente, escolher q = 0. Então, se escrevermos y = 
= wot, teremos 

T cos? wdc | cos pay = 5 6) 
usando a identidade cos? y = 1 + cos 2y) e notando que a 
integral do têrmo em cos 2y se anula. Vemos, de (51). que o valor 
médio do co-seno ao quadrado é igual a meio. Este resultado 
vale à pena ser lembrado. O mesmo vale para o quadrado do 
seno**. De (50) e (51) obtém-se para a energia cinética média 


(K) = Maça. 6) 


E AE N 
eenn 
TER 


Evidentemente, para uma quantidade que sé repete com periodo T; a média tem- 
poral também pode ser escrita como 


** Podemos deduzir fàcilment êstes resultados da identidade trigonométrica 
sen? q + cos? p = 1. Fazendo a 'média sôbre 2e radianos, temos (sen? 6) + 
+ (cas? 6) = 1. Mas, a única diferença cntre sen e cosp é a diferença de fase 
de 1/2, e desta forma (sen? g) = (cos? 9) = 4. Este tipo de argumento também 
pode ser aplicado no valor médio (x?) sôbre a superficie de uma esfera Se 
42492 4 z = r, então (22) + (92) + (22) = 1º, Devido ao fato de que a es- 
fera é simétrica em relação a x, y e z, devemos ter (x2) = (52) = (2?) = rë. 
Êste resultado pode ser confirmado por cálculo direto. 
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Três osciladores harmônicos diferentes com o 
mesmo período: um pêndulo simples, um sis- 
tema mola-massa e um circuito IC. O tempo 
cresce da Fig A à Fig H: o ciclo seguinte começa. 
novamente na Fig A. 


A energia potencial é, com x = A sen «x, 
U = }Cx? = }CA? sen? oogt. (53 
Por analogia com (51), o valor médio do seno ao quadrado é 


do [ and oordie 1 68 


C/M e o resultado (53), obtém-se 


de modo que, usando o? 


(U) = 14? = MA? 69 

Assim, (U) = ÇK) e a energia total do oscilador harmônico é 
(E) ç (56) 

Note que E = (E) porque a energia total é uma constante do 


movimento. a 

A igualdade da energia cinética e potencial médias é uma 
propriedade especial do oscilador harmônico; ela não é válida, 
em geral, para os osciladores anarmônicos. Mostraremos, mais 
tarde, que ela vale para os osciladores fracamente amortecidos. 


CIRCUITO LC. Antecipamos, aqui, um pouco da análise 
de circuitos elétricos do Vol. I e do laboratório. (Esta secção, 
bem como os problemas $ e 9, podem ser omitidos por classes. 
que não tenham uma formação básica a respeito de elementos 
de circuito). Considere um circuito elétrico sem resistência que 
consiste numa indutância L, capacitância C e tensão de excita- 
são V. Sabemos que a tensão através de uma indutância é dada 


Ega dr 
a n-i en 
onde 1 é a corrente. A tensão através da capacitância C é 
n=£ sra, (58) 


(aqui Q é a carga), que é a integral da corrente relativamente ao 
tempo. O sinal é uma questão de convenção. 

A soma das tensões encontradas ao percorrer o circuito deve 
ser nula. Portanto V + V, + Ve = 0,0u 


are Um indutor de indutância L transporta corrente 
Lytt Y (659) 1. Quando I cresce, B também cresce. A direção 

de dBdt é mostrada pelas flexas em negrito. De 

Usando Q = fr dt, vem acôrdo com a lei de Faraday, um campo elétrico 
so é induzido na bobina pelo campo magnético 

LET- (60) variável, A direção dêste campo elétrico é mos- 

trada pelas flexas interrompidas. A tensão total 

197 através da bobina é V = f E- dl. Temos V = —L 

(dījdi), porque V cresce no sentido oposto ao 

IC de dljdt; Lé a constante de proporcionalidade. 


Comparando a (59), à equação MX + Cox = F do movimento 
de uma massa prêsa a uma mola e Sob ação de uma fórça F, 
vemos que as seguintes grandezas são análogas 

Qex -VeF:’ LoM: ICAC: (61) 
Por analogia à solução no caso da mola, as soluções da (60), 
para V = 0, são da forma 


(62) 


A tensão através da indutância é calculada a partir de (57) 
e (62) como 
W = LÌ = — Lun 08 et, 163) 
A tensão através da capacitância é 


1 


age 68 ot. (64) 


h=-Eitár= 


Da definição (62) de ex, vemos que as amplitudes V, e Ve são 
pres 


ATRITO. Até agora desprezamos os efeitos do atrito sôbre 
o oscilador harmônico; êle amortece o movimento livre do 
oscilador. As soluções são mais realistas quando se inclui o 
atrito nas equações de movimento. Como introduzi-lo na equação 
de movimento M¥ = O de uma partícula livre? O atrito é uma 
fórça retardadora, se fôr a única a agir sôbre a partícula, então, 
pela segunda lei de Newton 


Mš = Fp- (65) 

A fòrça de atrito deve opor-se à velocidade da particula e na sua 

forma mais simples é linearmente proporcional a ela. (Isto não 

é óbvio, exemplos são discutidos mais adiante). Consideremos 

F=- - (66) 

onde y é uma constante positiva, chamada o coeficiente de amor- 

tecimento. Assim, a equação de movimento de uma partícula, 
que se move sob ação de fòrças de atrito apenas, é 

Mitis, (67) 


Às vêzes, é útil definir uma constante t, chamada tempo de 
relaxação, pela relação 


E (68) 
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pois então a (67) se transforma em 
(ix + &) =0 169 


Vemos que t tem as dimensões de tempo. 
Em função da velocidade r = £, esta equação se escreve 


a 


Esta é uma equação diferencial muito importante. Pode ser rees- 
crita como 


aD 
mo-In=-4 ou m*=-f (12) 

Elevando ambos os lados a potências de e. temos 
alt) = voe", 03) 


A velocidade diminui exponencialmente com o tempo: dizemos 
que ela é amortecida com a constante de tempo t- 

A diminuição da energia cinética K de uma particula livre é 
dada, pela (73), como 


K=IMP = Mie WE =Kçe a9 
Por derivação da (74) vemos que 
k=-2 09 


7 
Para a energia cinética, o tempo de relaxação efetivo é metade 
do da velocidade. 

Que tipo de mecanismo leva a uma fòrça de amortecimento 
da forma (66)? Esta forma é uma idealização que pode ser rea- 
lizada sob certas condições. Uma resistência elétrica ohmica 
fornece um elemento fricional exatamente da forma (66). A queda 
de tensão Ve, através de uma resistência ideal, relaciona-se com 
a corrente pela lei de Ohm 

Ve = IR. 6 

A equação de movimento de um circuito LR não excitado é 
dada por (57) e (76) 

LÍ-RI=O, m 


que tem exatamente a forma (70) com t = L/R. A discussão do 
mecanismo microscópico que leva à lei de Ohm é dada no Vol. IL 
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O gráfico da função e~" vs, 1 


Um disco plano, movendo-se perpendicularmente 
ao seu plano através de um gás sob pressão muito 
baixa, está sujeito a uma fôrça retardadora pro- 
porcional à sua velocidade V; quando Vé muito 
menor do que a velocidade média das moléculas 
do gás. 


Uma boa representação da fórça amortecedora F; = - y 
também é dada por um disco plano que se move, normalmente 
ao seu plano, através de um gás sob baixa pressão, desde que 
a sua velocidade V seja muito menor* que a velocidade média v 
das moléculas do gás. A pressão deve ser suficientemente baixa 
para que possamos desprezar as colisões das moléculas entre si. 
A quantidade de moléculas que se chocam contra o disco por 
unidade de tempo é proporcional à velocidade relativa das mo- 
léculas e do disco. Suponha que as moléculas só se movam numa 
dimensão. De um lado do disco, a velocidade relativa é v + V 
e do outro, v — V A pressão é proporcional à taxa de incidência 
de moléculas sôbre o disco, vêzes a transferência média de mo- 
mento por molécula: esta última é, por sua vez, proporcional 
à velocidade relativa. de modo que as pressões de um e do outro 
lado do disco são 


Piat VP;  Prxte-VP (18) 

A pressão resultante P é a diferença das pressões dos lados opostos 
do disco: 

P = P, -P3 o 4V, 09 


de modo que o arrasto (a fòrça resultante sôbre o disco em movi- 
mento) é diretamente proporcional à velocidade V do disco; é 
possível verificar que a sua direção é oposta ao movimento. 


OSCILADOR HARMÔNICO AMORTECIDO. Se incluir- 
mos a fòrça de amortecimento, a fôrça total que age sôbre um 
oscilador harmônico não forçado, em uma dimensão, é 


Fasia + Faro = —Cx-pã. (80) 
Igualando-a a M¥ obtém-se a equação de movimento 
M$ +78 + Cx =0. (81 


Esta continua sendo uma equação linear, podemos reescrevê-la 
na forma 


(82) 


(83) 


* A situação na qual o movimento do disco é rápido em comparação às velo- 
cidades moleculares foi estudada no Tópico Avançado no retardamento de me- 
teoritos, no Cap. 6. Em ambos os problemas admitimos, por simplicidade, que 
o caminho livre médio das moléculas é grande em relação às dimensões do disco. 


Procuramos soluções da (82) na forma de oscilações sinusoidais. 
as: 


x= xpe * sen ot, (84 
onde fe œ ainda estão por ser determinados. Esta solução é 
sugerida pela combinação de (44) e (73); poderiamos, igualmente 
bem, ter adotado x = xe” * cos wr. Derivando (84), notamos que 
pes sen ot + mxçe cos ox; 65 
SR = Proe sen ot- Zofxçe h cos ot- axe" sem ot 


(86) 
Coletando têrmos, a equação diferencial (82) fica sendo 


(P-o oa E roe sen oe 
+ (mp + Eyre cos oe = 0. en 
Observe, agora, que o coeficiente do têrmo em cos œt será nulo se 
b-i ts) 
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-mola sujeito a amortecimento leve descreveria 
uma curva como acima sôbre uma fita de papel 
movida com velocidade constante;'se fôsse pôsto 
a oscilar em 1 = 0. 


Gráfico da energia potencial do oscilador, com 
Q = 8n, vs. tempo. Num período t, em que 
ocorrem quatro oscilações, a envoltória da os- 
cilação cai a 1/e do seu valor inicial. 


e o do têrmo em sen « será nulo se 


aiaa 


e e |" em 


O atrito diminui a frequência. A frequência o sômente é igual 
a «x, quando o tempo de relaxação é infinito (ausência de amorte- 
cimento). 

Se fe w forem dados por (88) e (90), então (84) será a solução 
da equação de movimento ($I). Isto é, a solução é 


ranee am fas [Tom 


Quando wst > 1, temos o limite de baixo amortecimento, no 
qual a (91) pode ser aproximada por 
qe sem cool, (02) 


(89) 


es 


onde «x é a fregiência natural da oscilação não amortecida, 


EXEMPLO. DISSIPAÇÃO DE POTÊNCIA. Calcule a taxa 
de dissipação de energia num oscilador harmônico amortecido, 
no limite de fraco amortecimento, com wt > 1, de modo que 
CEDA 

A energia cinética é K = 4M%2. Da solução aproximada (92) 


a Ene sem oot + coxo" cos ent. (08) 


(E) (8) er o oe e ue 
e sen ot cos wot. (94) 


As integrais que surgem, quando se toma a média temporal 
de (94), são dadas em Dwight, 861.13 a 861.15. Mas, para wọt > 1, 
é uma boa aproximação tirar o fator e~" para fora dos parên- 
teses que indicam a média temporal em (94). Podemos fazê-lo 
com precisão razoável quando a amplitude da oscilação, xpe "2, 
não varia muito num ciclo do movimento. Temos as seguintes 
médias: 

(cos? 0) = (sen? 0) =4; (cos O sen 0) =0. (95) 
A última média, que nos é nova, tem importância considerável: 


R (cos 6 sen 0) = (4 sen 20) = 0, (96) 


pois a média do seno ou do co-seno é nula. Portanto, a média 
da energia cinética, sôbre o intervalo de um ciclo, é 


CK) = Eu (36) ont) + en? (cost) 


O) 


mas, admite-se que (1/27)? é desprezível em relação a o, de 
modo que a energia cinética média é 


(KY = Mon xo e" (98) 


Vemos que ela decai exponencialmente. A energia potencial 
média é 
(U) = }Mog?xo? (e~ sen? at) = Motxo. (99) 


A dissipação média de potência, P, é dada pelo negativo da taxa 
de variação de energia: 


RO OET (QES w) = A imwinõe) 


ou 


(Pw) ECON «(100) 


Usualmente, omitimos ( ) de P(t) quando o significado é claro. 
O estudante poderá ficar surpreendido com o fato de que as 
médias expressas em (98) e (99) contenham o tempo 1, sendo 
médias temporais. Estamos observando o movimento do osci- 
lador harmônico amortecido sôbre muitos ciclos e aquilo que 
aqui temos é a energia média (cinética ou potencial) sôbre um 
ciclo em torno do instante t. Uma vez que a energia está sendo dis- 
sipada sob a forma de calor, esperamos que a energia média 
(sôbre um ciclo) decresça à medida que mais e mais ciclos forem 
sendo completados. 
Esperamos verificar que a dissipação de potência é igual ao 
negativo da taxa de realização de trabalho pela fòrça de atrito 
y == yk = — (M/r)š. Usando a (93) e supondo que œt > 1, 
de modo que e™" possa ser tirado para fora dos parênteses 
( >. esta taxa média de realização de trabalho é 


(Fre) = 


EE A E TE 
= -g Moxo e 


o que está de acórdo com (100). 


Diversos valores típicos de Q 
(Grandes variações podem ser esperadas) 


Terra, para uma onda de terremoto 250-1400 

Cavidade ressonante de cobre para 
microondas. 

Corda de piano ou de violino 

Átomo excitado 

Núcleo excitado (F;*?) 


O FATOR DE QUALIDADE Q. O Q ou o fator de qualidade 
de um sistema oscilatório é um têrmo muito usado; é definido 
como 2x vêzes a relação entre a energia armazenada no sistema 
é a energia mèdia perdida por período: 

E energia armazenada ME E 
Q= cia de energia por periodo) ~ Pi ~ Pio (102) 
pois o periodo é 1/v e 2zv = w. O tempo gasto para movimento 
de um radiano é 1/o. Note que Q é adimensional. 

Para o oscilador harmônico fracamente amortecido (az > 1), 
temos 


=o (103) 


de (98). (99) e (100). Verificamos que o fator wot é, de fato, uma boa 
medida da falta de amortecimento de um oscilador. Alto ct 
ou Q indica que o oscilador é fracamente amortecido. Nota-se, 
de (98) e (99), que a energia de um oscilador decai a e™! do seu 
valor inicial no tempo z, durante o qual êle realiza (0,t/2% osci- 
lações. Diversos valôres representativos de Q são dados na tabela 
ao lado. 


OSCILADOR HARMÔNICO FORÇADO. Consideremos 
agora, em detalhe, o movimento forçado de um oscilador har- 
mônico amortecido. Êste é um problema de maior importância. 
Além do atrito existe uma fórça externa F(t) aplicada ao osci- 
lador, cuja equação de movimento é 


ME + jk + Cx = FO, (104) 
ou, numa notação mais compacta, com t = M/y e «x? = C/M, 

EL o Rs EO 

tai + wx E (105) 


Aqui, œ é a fregiiência natural do sistema na ausência do atrito 
e da fòrça impulsora. Quando o sistema fôr exitado com ur 
fregilência diferente w(0), veremos que a resposta terá a 
fregiiência impulsora e não a natural. Mas, se a freqüència impul- 
sora fôr repentinamente desligada, o sistema reverterá a uma 
oscilação amortecida de freqüència aproximada à natural desde 
que o amortecimento seja fraco. 
Suponha, em (105), que 


Fl) Fo sen ot 
M 


isto é, que a fòrça impulsora seja sinusoidal de frequência w. 


as sen ox; = Es (106) 
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Esta relação define, também, a constante ap, introduzida por 
Ser mais conveniente escrever Fo/M do que Fo 

A resposta do sistema no estado estacionário (o estado do 
sistema após o decaimento de quaisquer efeitos transitórios) 
terá exatamente a freqüència impulsora. De outra forma, a fase 
relativa entre a resposta e a fórça impulsora variaria com o tempo. 
Êste é um aspecto importante do resultado - a resposta, de um 
oscilador harmônico forçado (mesmo com amortecimento) tem, 
no estado estacionário, a fregilência da fòrça impulsora e não 
a natural wọ. Nenhuma outra freqüència diferente da impulsora 
satisfará à equação de movimento. Por resposta, entendemos 
ou o deslocamento x ou a velocidade x; aqui, designaremos a 
resposta por x. 

Procuramos uma solução da (105) da forma 


o sen (wt + 9), aon 


por meio da qual devemos resolver a equação de movimento para 
valóres da arnplitude xo e do ângulo de fase* 9. Em (107), œ é 
a fregiiência impulsora e não a natural do oscilador; q é a fase 
entre a fórça impulsora e o deslocamento do oscilador. Aqui, 
portanto, q tem um significado bastante diferente daquele que 
tinha no oscilador não amortecido e não forçado, onde estava 
relacionado com as condições iniciais. Estas últimas são irrele- 
vantes ao oscilador forçado, quando consideramos sômente o 
estado estacionário. 

Vale a pena definir precisamente o que queremos dizer por 
fase q entre o deslocamento e a fòrça impulsora. Ambos oscilam 
num movimento hannônico simples; o ciclo, de máximo a má- 
ximo, de ambos é de 360° ou 2 x radianos. A fase q nos diz de que 
ângulo o máximo do deslocamento precede o da fôrça. Por exemplo, 
suponha que a fòrça atinja o seu valor positivo máximo no ins- 
tante em que o deslocamento seja nulo e esteja aumentando no 
sentido positivo, Então, o deslocamento estará atrasado relati- 
vamente à fórça de x/2 radianos. Mas, q é definido como o ângulo 
pelo qual x está à frente de F, de modo que, neste exemplo, q 
é igual a -x/2. 

Formemos as derivadas 
dx dx 


geo cos (ot + q); Ta 


x axo sen (ot +ọ). (108) 


* Devemos permitir que o ângulo 9 (chamado o ângulo de fase de x relativo 
à fórça F) seja diferente de zero. Nenhuma solução pode ser obtida quando q é 
deixado de fora. Ao falar de um ângulo de fase não deixe de dizer fase de que, 
relativa a que. Em problemas elétricos, é habitual falar da fase da corrente referida 
à tensão. Aqui, falamos da fase do deslocamento x, referida à fòrça impulsora F. 
As duas fases não são equivalentes porque dx/dt, e não x, é o análogo da corrente. 
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O “gráfico polar” fornece uma representação visual 
simples do oscilador harmônico forçado. É cons- 
truído um circulo de diâmetro Fg/;, desenhando- 
se também um segmento OP que forma ângulo 
9 com a coordenada. 


Para qualquer ângulo 9, o triângulo OPQ é re- 
tângulo. Desta forma, o segmento OP = — Foy 
sen q. Das Eqs. (115) (116) e (117) vemos que o 
segmento OP = «xp = ro, à amplitude da 


Para o < op, P = O € to < Fo/y. A resposta é 
muito reduzida neste limite. 


Então, a equação de movimento (105) é 

(0o? -2)x sen (ot +0) + 2x cos (wt + q) = ag sen ot. 
(109) 

Podemos simplificá-la pelas relações trigonométricas 

sen œt cos q + cos at sen p (110) 

cos at cos q — sen ot seng (111) 


com isto a (109) passa a ser 
[e-a cosp- 2 sen of sen ot + 
+ [ieoa e +2 cos ofo cos œt = ao sen ot. (112) 


A Eq. (112) sòmente poderá ser satisfeita se o coeficiente do 
cos wt fòr nulo. Esta condição pode ser escrita como 


13) 


É também necessário que o coeficiente do sen œt seja nulo: 
% 
TNS 114 
Xo = Taa cos (oji) sen q as 
De (113) segue-se que 


- mou? » 
PE Toa) + (of PT 


É -afe 
oe = oa T (19 
de onde (114) se torna 
p ao 
ka Too rop tum 


Esta é a amplitude do movimento. 

As equações (115) e (116) fornecem-nos a solução desejada; 
conhecemos agora a amplitude x, € a fase q da resposta do sis- 
tema, sob ação da fòrça impulsora F = Mag sen ot: 


apto ho tamea) 
(117) 


Podemos adquirir alguma compreensão intuitiva desta solução, 
examinando os casos limites. Admitiremos sempre, na nossa dis- 
cussão, que o amortecimento é fraco, de modo que wt > 1. 
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x 


A medida que o cresce |p | aumenta e ro também. Em = - 2/2, œ = q é to = Fo/y. A amplitude 
da velocidade é máxima na ressonância. 


Para o» wp, to < Fofy outra vez è qm. 


O segmento OS = — vo sen q é mostrado, Vemos. Para ângulos de fase ọ = - 3/4 c9 = — 32/4, o 
das Eqs. (127). (128) e (129), que a potência ab- segmento OS = OSa? Assim, à metade da 
o Sen 9, ou ao seg- absorção máxima de potência ocorre nestes pon- 
tos. Evidentemente, a máxima absorção de potên- 

cia dá-se para ọ = -3/2 (ressonância). 


Baixa freqūência impulsora, œ < w. Aqui, vemos de (115), que 
cosg — l; sen p ——0, (118) 


portanto ọ — O. Dizemos que a resposta, em baixa freqüència, 
está em fase com a fôrça impulsora. De (116) vemos que 


REL Er 
Jo dar m TO A (119) 


É a mola (e não a massa ou o atrito) que controla a resposta, 
neste limite. 


Resposta de ressonância, œ = wg. Na ressonância a resposta 
pode ser muito ampla; é frequentemente usada nas aplicações e 
deve ser tratada com muito cuidado. Quando w = og, à fre- 
quência impulsora é igual à natural do sistema na ausência do 
atrito. Temos 


csp—+0 sng=>-1; q (120), 
A amplitude, para œ = wo, é dada por J 
=a 
m ão (121) 


Quanto mais baixo o amortecimento, maiores serão t € xo. 
Mantendo Fo constante, a relação entre a resposta de ressonân- 
cia e a de fregiência nula é dada, de (120) e (119), como 


ola = og) otl 

xo(o=0) — agi? 

com o fator Q definido pela (103). Este pode ser muito alto, fre- 

alientemente 10* ou mais. Podemos dizer que o amortecimento 
controla a resposta de ressonância. 

À resposta xp máxima não ocorre exatamente em w = mp. 

Notemos que a derivada do denominador de (116) tem um zero em 


d (A 20 
phere % (2) ]- 206 -oinczo + o = 0,0123) 


ou 


w= (122) 


a aid (124) 


Esta é a posição da resposta máxima da curva x, vs. w. Quando 
wot > 1, èste máximo pode ser muito próximo de o = o - 
Poderia parecer que a resposta máxima é obtida para o ângulo 
de fase de — 2/2, isto é, quando a fórça fôsse exatamente a 90º 
fora de fase relativamente ao deslocamento; e portanto, que a 


ressonância deveria, lôgicamente, ocorrer quando q = O e não 
— n/2. Mas, aqui está o engano: a potência absorvida pelo oscila- 
dor não depende diretamente da fase entre a fòrça impulsora e 
o deslocamento, mas, da fase entre esta fórça e a velocidade. 
É necessário cêrca de um minuto de reflexão para perceber que 
obteremos as maiores deflexões quando a velocidade estiver 
exatamente em fase com a fòrça impulsora. Desta forma, a massa 
é empurrada exatamente em instantes e posições certas. Quando 
o deslocamento é nulo, a velocidade é máxima; se neste ponto 
a massa se mover na direção positiva, desejamos que neste ins- 
tante, a fòrça atinja o seu valor máximo, a fim de obter o máximo 
de movimento. Nos pontos de reversão, onde a velocidade muda 
de sentido, desejamos, se quisermos a ressonância, que o sentido 
da fórça mude da mesma forma e simultâncamente. Assim, a 
ressonância é vista melhor em têrmos da fase entre a velocidade 
e a fórça impulsora. Sabemos que a velocidade de um oscilador 
precede o deslocamento de 90° exatamente. Por isso, na resso- 
nância, com a fòrça e velocidade em fase, a fòrça deve estar adian- 
tada de 90º em relação ao deslocamento, de modo que p = —x/2. 
Alta fregilência impulsora, o > wo. Aqui, 


osg—-l; smç->0 q, (125) 


to Mag Fo. 

Xo — at = Mas T Mor 
Neste limite, a resposta decresce com 1/o?. A i 
controla a resposta no limite de alta fregiência. 

Note que à fase q do deslocamento x, em relação à fòrça 
impulsora, F, começa de zero em baixas frequências, passa por 
—1/2x na ressonância, e atinge ~x em altas frequências. O deslo- 
camento está sempre atrasado relativamente à fórça impulsora. 


(126) 


rcia da massa 


Absorção de Potência. A média temporal do trabalho executado 
por unidade de tempo, sôbre o sistema oscilante, pela fórça 
impulsora, é dada por 


P= (Fi) = Tao aaa (6 ot cos (ex + 9). 


(127) 
onde usamos (106) e (117). 
Em vista da identidade 


cos (wt +g) = cos wt cos p-sen mt sen q, 
temos 


-sen q (sen? ox) 
-Iseno (128) 


(sem ot [cos ot cos p-sen ot sen gJ) 


A absorção de potência é proporcional a AX) = 
= 1/1 + X°), onde 


de acôrdo com a Eq. (139) Para p = 0, X = cotg 
4 é grande e negativo. Para p = 

p=0e 

pontos de meia potência X = + 1 também podem 
ser vistos. À função f(X) = 1/1 + X?) é conhe- 
cida como função de Lorentz. 


Usamos, aqui, o fato de que (sen at cos œr) = 0. Percebemos 
quão importante é aqui a fase. Usando (115) para o sen, podemos 
reescrever (127) como 


RE EA 3 
IMa a Flo g 


Ëste é um resultado muito importante. 
A absorção de potência na ressonância (a œ = o) é 


P,e = Matot. (130) 

A absorção de potência (129) é reduzida à metade do seu valor 
de ressonância quando œ varia de +(Aw),,; , de modo que 

P= 3-0? = (wo + ooo- a) = 2loy (131) 


Desta forma, a largura completa da ressonância Aw), à 
meia potência máxima, é igual a 1/r. Usando a expressão de Q, 
encontrada em (103), vemos que 


E 
Q = 00 = Aan) 


a 
n freqüência de ressonância s 
~ largura completa à meia potência de ressonância 


Assim, Q mede precisão de sintonização. 


(132) 


EXEMPLO. EXEMPLO NUMÉRICO DE UM PROBLEMA 
A RESPEITO DO OSCILADOR HARMÔNICO. Seja M = 1 g 
a massa, C = 10º dinas/cm a constante elástica e t = 1 seg o 
tempo de relaxação. Então, de (82) 


€ 5 
o= (F) =w ari 
enquanto que de (100) a frequência das oscilações livres é 


a (LYF -00-2 
Let =) ae (101) 
O Q do sistema é dado por (103) como 


O = ot = (10241/2) = 50 


O tempo necessário para que a amplitude decaia a e-! do seu 
valor inicial (o do sistema livre) é 


2 = 1 seg, 
usando (91). A constante de amortecimento y = Mj = 2 g/seg 


102 seg! 
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Consideremos agora o mesmo sistema sob ação da fôrça 
F = Ma, sen wt = 10 sen 9 dinas. 


Vemos que x = Fo/M = 10 dinas/g, e a frequência impulsora 
è w = 90 seg"? A amplitude é dada por (116) 


Š 10 xwa 
b ESOT EE a E 5 x 10% em, 
e a fase é dada por 


a is co BD 
EPE To x TO 


oug = 0,1 rad = — 6º. Assim, em cada ciclo, o máximo do deslo- 
camento ocorre a 0,1 rad/90 rad por seg = 1073 seg, após o 
máximo da fòrça. 

Podemos comparar a amplitude acima com a do limite o — 0 
ea de ressonância. De(119), temos xo = 0) = 29/39? = 10/10* = 
= 107º cm. Em ressonância temos, de (122), que 


xol = cy) = Qxgleo = 0) = (S0)(1072) = 5 x 107 cm. 


A largura completa da curva de ressonância entre os pontos de 
meia potência é 


o, 


cp _ 10 
T w 

Note-se que, ao longo de todo êste exemplo, usamos “fre- 
giiência” para designar a “frequência angular”. A fim de obter 
as freqüências de oscilação ordinárias em ciclos por segundo 
devemos dividir por 2x. 


Adm), = 2 seg 


O PRINCÍPIO DE SUPERPOSIÇÃO. Uma propriedade 
importante do oscilador harmônico é que as soluções são adi- 
tivas: Se x(t) fôr o movimento sob ação da fórça impulsora 
Fit) é x(t) o sob ação de Falt), então x,(t) + x(t) será o movi- 
mento sob ação da fórça combinada F,(t) + Fat). Isto é, se co- 
nhecermos o movimento x, sob ação de F, sómente, e x, sob 
ação de F, sômente, poderemos obter o movimento sob ação 
das fórças combinadas adicionando x, a x,. Esta propriedade 
segue diretamente da equação de movimento: 


A validez do princípio de superposição para as soluções das 
equações de movimento do oscilador harmônico é uma conse- 
qüëncia da linearidade da equação: apenas a primeira potência 
«de x comparece. O quadro passa a ser completamente diferente 
com a inclusão de têrmos anarmônicos. Pode-se mostrar que os 
têrmos em x, na equação de movimento, misturam e multi- 
plicam duas fregiências impulsoras diferentes o, € w, produ- 
zindo assim a gama completa de frequências harmônicas (20, , 
3w,» -.., 2032, 302,- ..) e de combinações de freqüências ou 
freqüëncias de banda (o>, + 0; 04-05; 09-25, etc). 


LEITURAS COMPLEMENTARES 


PSSC, caps. 16 (parágrafo 3) 21 (parágrafo 8), 24 (parágrafo 10) 25 (parágrafo 1), 
26 (parágrafo 6 e 7) e 31 (parágrafo 9) 

Y. Rocard, General Dynamics of Wbrations (Ungar, New York, 1960) Um livro 
lúcido e simples, escrito tendo em mente uma larga série de as 

B.L Walsh, “Parametric Amplificarion” International Science and Technology nº 17, 
P. 75 (Maio de 1963) Uma discussão elementar de amplificadores paramê- 
ricos e suas propriedades de bixo ruído. 


LISTA DE FILMES 


“Periodic Motion” (33 min) Hume and Ivey (PSSC-MLA 0306) Um filme exce- 
lente sôbre movimento harmônico. 


PROBLEMAS 


1. Pêndulo simples. Um pêndulo é constituído por um cordão leve de compri- 
mento L = 100 cm e uma massa de M = 1 x 10° g 
a) Qual é o periodo do pêndulo para pequenos deslocamentos? 

Resp. 20 seg 
b) Qual seria a variação aproximada dêste valor se o deslocamento inicial da 
massa fösse 60°? Resp. Nôvo periodo é 2,1 seg. 
2 Massa ligada a uma mola. Uma massa de 1 x 10° g está suspensa por uma 
mola linear de constante elástica C = 1 x 10º dinas/cm e coeficiente de amorte- 
cimento 7 de 50 dina seg/cm. A mola é excitada por uma fòrça externa F = Fo 
sen wt, com Fẹ = 2,5 x 10° dinas e œ é o dôbro da frequência natural do sistema. 
Qual é a amplitude do movimento resultante? Qual é a diferença de fase (em ra- 
dianos) entre o deslocamento e a fôrça impulsora? Lembre-se que no texto a, foi 
definido como Fo/M. Resp. 83 x 10-3 em; — 1799, 
3. Massa ligada a uma mola — dados. Os dados abaixo foram obtidos obser- 
vando-se o movimento de uma massa ligada à extremidade da mola: 
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TABELA I. PERÍODO EM 
FUNÇÃO DA MASSA 


TABELA 2 AMPLITUDE DA 
VIBRAÇÃO, COMO FUNÇÃO DO 
TEMPO, PARA MASSA DE 150 g 


Tempo, seg Amplitade, em 
o as 
w so 
so as 
es 30 
180 25 
as 20 
so 15 
ass 10 


a) Construa um gráfico do quadrado do periodo de oscilação em função da 
massa. Os valôres Inbulados da massa excluem a massa da mola. Determine a 
massa efetiva da mola pela extrapolação apropriada do grafico. 

b) Determine a constante elástica C. 

c) Faça um gráfico do logaritmo natural da amplitude em função do tempo 
é determine o tempo de relaxação. 

d) Determine o fator de amortecimento 7. 

4. Massa ligada a uma mola — energia. Considere os dados da tabela 2 do 
problema 3 

a) Qual é a energia total média no instante t = 

b) Qual é à taxa média de perda de energia em 

6) Qual é a perda de energia num periodo em t 
do movimento? 

d) Qual é o Q do sistema? 

5. Massa ligada a uma mola — intervalos de tempo. Considere o movimento 
de uma massa M = 5 g presa na extremidade de uma mola vertical de constante 
elástica C = 20 dinasiem. A posição inicial e a velocidade são, respectivamente. 
S em acima da posição de equilibrio e 2 cm/seg dirigida para baixo. 

a) Mostre que a variação de velocidade da particula, no primeiro intervalo 
seguinte à soltura, é 


g 
b =-E gde 
M 
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b) Mostre que a correspondente variação na posição è 
Ax, = to At, 


©) Escolha intervalos sucessivos de 02 seg e repita o processo indicado nas 
partes a) e b}, a fim de obter a posição e a velocidade em função do tempo, para 
4 seg Será conveniente exibir os resultados numa tabela: 


teg non  Accmseg meme Ax cm 


o so 400 -200 -040 
oa 4o -368 -600 -120 
oa m = z E 


Quando você terminar faça um gráfico exato de x) 
d) A solução pode ser escrita como 


sem t + xp 005 owt. 


Para as condições especinis dêste problema a solução é 
a) = sem 2 + 5 cos 2 


Ponha èste resultado no mesmo gráfico que o da parte c). 

6 Equação diferencial do pêndulo simples. Arme a equação diferencial para o 
pêndulo simples, usando diretamente F = Ma. Trabalhe com a componente da 
Fòrça gravitacional perpendicular à haste do pêndulo, quando ela estiver incli- 
nada a um ângulo 8. 

7. Velocidade de um objeto que atravessa tem meio viscoso. Um objeto que cai 
através de um meio viscoso sofre uma fòrça retardadora - yr. Por exemplo, na 
experiência de Milikan da gôta de óleo, uma goticulaeletrizada de óleo de massa 
Me carga q cai sob a ação combinada de um campo elétrico E e da gravidade g. A 
gotícua atinge, rápidamente, a velocidade terminal ty. Arme é resolva a equa- 
ção de movimento a fim de obter a velocidade da gotícula em função do tempo. 
(Sugestão: Admite uma solução da forma e = A + e* e determine z, A e B 
a partir da equação e dos valáres de e para t = O e t = a) Pelo estudo do limite 
t — æ, mostre que a velocidade terminal é 


ce=(85) Eta 


onde + = M/y = tempo de relaxação. Observações da velocidade terminal como 
função do campo elétrico fornecem uma boa maneira de determinar o tempo de 
relaxação z e,a partir dële, o fator de amortecimento y. Numa experiência típica, 
duas placas paralelas separadas de 0,7 cm são mantidas a uma diferença de po- 
tencial de 840 volts (Em unidades eletrostáticas éste campo é (840/0,7/300 stat- 
voltem.) Se a velocidade terminal de uma particula eletrizada com uma carga 
elementar e de massa 2 x 107"? g for 0,0! cm/seg calcule o tempo de relaxa- 
são £. Admita que a fòrça do campo elétrico seja a mesma que a da gravidade. 
Resp t = $ x 10 
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8, Um circuito LCR simples. Um circuito série simples que contêm um resistor R- 
um capacitor C e um indutor L obedece à mesma equação diferencial que uma 
mola amortecida que oscila livremente. A equação para a corrente I é 


en ção, 
rr 


Por analogia com a mola ache uma expressão, em térmos de I, R, C, para o 
tempo de relaxação r e a freqüència natural o- 

9, Circuito LCR forçado. Suponha que o circuito do Probl. 8 seja excitado 
par uma fonte de tensão alternada Vit) = Vo sem ex. A equação diferencial passa 


avo cos ox. 


Procure uma solução da forma 1 = o cos (ut + 9) e resolva para Je c p, em têr- 
mos de Xi, Xe € R, onde X, = oL€ Xe = 10C: 

10. Oseilador harmônico forçado amortecido. Discuta os casos limites abaixo 
do oscilador harmônico forçado e amortecido. Em cada caso dë, em palavras, 
uma explicação física daquilo que você espera que seja o comportamento do sis- 
tema e compare com o limite apropriado da solução (117) e (129) do problema 
completo. 

2) M = O, as outras grandezas Fo, 04 t, C finitas 

b) C — O, outras quantidades finitas. 

6) + = co, outras grandezas finitas. 

4) M = 0; C — O. outras grandezas finitas. 

6) M > 0; t — o, outras grandezas Gaitas. me 

11. Medida do campo gravitacional terrestre. A intensidade do campo gravita- 
cional terrestre pode ser medida determinando o periodo de um pêndulo de pre- 
cisão Este aparelho também pode ser usado para determinar a aoseração de um 
“objeto num plano vertical. Por exemplo, num local onde g = 980 cm/seg”, o com- 
pimento do pêndulo ë ajustado de modo que o periodo mja de 1 ag. Quando 
o periodo do pêndulo é medido num elevador uniformemente acelerado, encon- 
trasse o valor de 1005 seg 

a) No limite da aceleração a, pequena relativamente à da gravidade, mostre 
que a periodo, medido no elevador, é dado por 


tomando a aceleração dirigida para cima como positiva. T, é o período do pên- 
dulo não acelerado, 

b) Qual é a aceleração do elevador 

12, Suspensão torsional. A suspensão torsional é usada em muitos inst-umentos. 
Coulomb e Cavendish usaram-na nas suas famosas experiências. Ela continua 
sendo usada em vários tipos de eletrômetros e magnetômetros e no sismômetro 
de Wood-Anderson. O momento de torção N da fibra de suspensão é propor- 
cional ao ângulo de torsão g, de modo que N = - kp. À fibra suporta um objeto 
cujo momento de inércia é 7, onde 1 relaciona o momento angular J à velocidade 
angular w por J = fo, conforme definido no Cap. 8. 

a) Mostre que a equação de movimento, para q pequenos, pode ser escrita 
da mesma forma que a da massa ligada a uma mola. 
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bj Resolva esta equação para a freqüència das oscilações torsionais. 
13. Forma adimensional da resjosta do oscilador. A amplitude e a diferença de 
fase de um oscilador dependem da frequência da frça impulsora. Estas expressões 
podem ser facilmente escrita em forma adimensional, aplicável a quaisquer osci- 
Indores harmônicos forçados. Mostre que 
EA 
“ea 


“o 


onde 8 = ao, é o = ont. 
14. O fanor de qualidade Q. Por definição, o fator de qualidade Q para um osci- 
Aus aos pad É 
dx (cota argent) (ido 
Terapia perdida por ado) ` P 
a) Mostre que para o oscilador forçado a energia total média é 

CE) = (K + U) = (K) + (U) Ata? + Moço 
1) Dar ais apania pars matar qui 

pay 
estf (2) Jos 

18. Mai Bad é tt mo — gresódade. Condor ts paca 
por uma mola de constante eiåstica C. Mostre que a frça de gravidade que a 
sbre M não muda o periodo de oscilação mas apenas desloca o seu ponto médio 


16. Variáveis complexas. Considere a solução da (82) usando a notação com- 
plexa. Procure uma solução da forma x = xo, onde w pode ser complexo. 


TT gra 


Note que se «o = oop + de, então 
ms 


angah, 
de modo que a solução é uma oscilação amortecida. 

17. Viscosidade. De acórdo com a le de Stokes (válida para velocidades sufi- 
cientemente pequenas) o coeficiente de emortecimento de uma esfera de raio R, 
num fuido de viscosidade y, é dado por 7 = 6rky, 

a) Consulte um livro de referência que dè e explique a definição de viscosidade 

b) Quais são as dimensões de viscosidade? 

©) Qual é o nome da unidade CGS de viscosidade? 

d) Qual é o valor da viscosidade da água a 30°C? 

e) Calcule 7 para uma esfera de 10 cm de raio num meio cuja viscosidade é 
2 centipoise Resp. =4 phog 


TÓPICO AVANÇADO 1 SOLUÇÃO EXATA DO PROBLEMA DO 
PÊNDULO SIMPLES. A energia do pêndulo simples é 


EL i Mit cc 0, uso 


DP) cos 0+ C, o) 


2 
(3) 

Suponha que o pêndulo seja abandonado de repouso, a partir de um desio- 
camento incial -œ < Oy < x. Desprezando o atrito esperamos que o movimento 
seja periódico, mas não simplesmente harmônico, com é = O em 8 = +0, Entre- 
tanto, se o pêndulo [dr pósto em movimento por meio de um impulso suficieate- 
mente forte, continuará a girar em uma direção. O movimento repetir-seá pe- 
riódicamente, mas, Ê nunca será O e 7) continuará a crescer. 

Esta situação pode ser claramente distinguida quando se examina o diagrama 
de fase do movimento do pêndulo, no Áual é descrito num grafico de O em função 
de É. Este diagrama tem um papel importante na solução de equações diferenciais 
não lineares. Obviamente, para valôres fixos de wọ? e C, a Eq (135) descreve uma 
curva no plano do diagrama de fase. Para valôres diferentes destas constantes, 
obuém-se uma familia de curvas esboçada na figura. As curvas fechadas em tòrno 
do ponto 8 = 0, À = O correspondem a valôres de C e q? que permitem um mo- 
vimento periódico do pêndulo, de ida e volta através do ponto de equilibrio; as 
curvas abertas correspondem a movimentos para os quais os valôres iniciais 
destas constantes são tais que o pêndulo gira em uma direção. As familias dupli- 
cadas de curvas fechadas em tômo dos pontos (21,0) não têm significado fisico 
adicional, De considerações fisicas resulta C = — 201º, porque a energia total 
não pode ser negativa. Se E = 0, então C = — 2w?; neste caso o pêndulo perma- 
nece em repouso e a sua trajetória no plano de fase é em têrmo do ponto (09). 
As curvas fechadas correspondem a valôres de C para os quais - 2a? < C $ 
Zon, conforme pode ser visto do significado fisico do seguinte requisito, a saber: 
MgL E. 

Podemos encontrar o periodo e a freqüència do movimento descrito por uma 
curva fechada no plano de fase. A amplitude máxima O, será atingida quando 
d=0: portanto 


E) 


am 


O periodo Té quatro vêzes o tempo necessário para oscilar de @ = O até # = O 
De (135) temos 


TER aw 
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o periodo é 


a Rara 


a a 
“a [cê ma 


Transíormamos esta integral numa forma padronizada introduzindo uma nova 
variável ý (psi grego), definida por 
sen (02) 


AGT] 


ao 


a) Mostre que 


É uid dy 
ra [isen 10,72) sen? y? 


s aan 


elp 


A integral 


[eee 
UR sen? g7 
é chamada integral elitica completa de primeira espécie; existem extensas tabelas. 
de seus valôres (correspondentes a diferentes valôres de K7); veja por exemplo, 
Dwight 773,1 e 1040. Aqui, K é apenas uma constante. 

A solução da integral elitica na forma de série é 


[eso 


Escrevendo-se alguns dos primeiros térmos de (142), obtém-se 


ecos me (8) fem T 
ERT vm 


© que está de acôrdo com (3) 
b) Mostre que «o = 0847 ery em O, = 2/2. 


TÓPICO AVANÇADO 2 OSCILADOR ANARMÔNICO. 

Não há razão fisica porque a lei de fòrça de uma mola real não pudesse con- 
ter um têrmo em x? (ou x°), o que acarreta têrmos em x* (ou x“) na energia po- 
tencial. A função energia potencial de uma mola real não precisa ser exatamente 
simétrica em tôrno da posição de equilibrio. Se a energia potencial da mola for 


Va) = 102 -pce, (144 
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onde s pode ser chamada de constante de anarmonicidade, a fòrça exercida pela 
mola será 


vas) 


O sinal negativo foi introduzido em (144) em correspondência à situação fisica 
habitual na qual a fòrça diminui para x grande e positivo. A equação de movi- 
mento é não linear: 


MEHCE-SCÊ DO: E+ žes = 0 aa 


O têrmo x? torna a equação não linear. 
Procuramos agora uma solução da forma 


Alcos ox +q cos Zum) + x, am 


onde q e x, são constantes a determinar. A escolha de cos cx é uma questão de 
conveniência, pois poderiamos ter usado qualquer combinação linear cos wr e 
sen at. Mas, lendo escolhido cos us, a matemática força-nos a usar tambêm cos 
Zu, (Isto se conclui por tentativa) 

Calculamos 


X= -až Alcos ax + 44 cos Zum); uw 
Acosta +.) = $4? + $A? cos ox +. am 


onde usamos a identidade cos? wt = 1 + cos 204) Em x? desprezamos os tër- 
mos em q € x; , porque x? entra na equação de movimento multiplicado por s 
Admitimos que sA < 1. A equação diferencial (146) se torna: 


-o?Alcos at + 4q cos 201) + ež Alcos ot + q cos 204) + eçixt 
-ison A? — fsm? A? cos Jem +... = 0. aso 

A condição de anulamento dos coeficientes do cos æt em (150) é 
ca +? = 0 asy 


de modo que, nesta aproximação, não existe desvio, de frequência. A condição 
de anulamento dos coeficientes de cos Zox é 


-a-54=0; q=-bA usa 
De (150), o deslocamento x, é dado por 
nopaso; x =p? asy 
De (147), a média temporal da posição é 
(x) = A(Geos wt) + glcos Za) + xy, asa 
mas, (cos ot) = O e (cos 2wt) =0, de modo que 
G) =n = þa? ass 


“A força aqui é nula, tanto para x = O como para x = 1/5 Admitimos que 
a amplitude do movimento é pequena relativamente a 1/s, de modo que a par- 
ticula permanece perto do mínimo da energia potencial (144) em x = 0. 
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Comprimento do cubo unitário de um cristal de 
cloreto de potássio (KCI) em função da tempe- 
ratura em °C. (Segundo R. E. Glover). 


No análogo elétrico dêste problema, a aplicação de um potencial alternado pro- 
duz uma componente continua reifcada na tensão de resposta do circuito não 
linear. Que tipo de elementos de circuito não lineares é você capaz de imaginar? 
De (145), vemos que a fórça restauradora é mais forte para x negativo do que 
para o positivo. Não é portanto surpreendente encontrar um desvio como o (155), 
na posição média da particula oscilante, em direção dos x positivos, pois èste lado 
É menos resistente. O desvio (155) é proporcional à constante de anarmonicidade 
se ao quadrado da amplitude de oscilação, Sabemos, dos nossos resultados ante- 
tiores, que a energia do oscilador harmônico é proporcional a 4º, Um resultado 
da fisica estatistica (Vol V) é que a energia média do oscilador harmônico clássico, 
em equilibrio térmico é igual* a XT, onde k é a constante de Boltzmann e T a 
temperatura absoluta. Sendo isto verdadeiro, temos aproximadamente que 
(3) £ A? ox temperatura aso 
ste resultado encerra a essência da explicação da expansão tèrmica dos sólidos.** 


Resultados experimentais referentes a um cristal de cloreto de potássio são dados 
na figura. 


TÓPICO AVANÇADO 3. MODULAÇÃO DOS PARÂMETROS DO 
OSCILADOR (AMPLIFICAÇÃO PARAMÉTRICA) 


Consideraremos, agora, um fenômeno notável e importante, amplificação pa- 
ramétrica, ou a geração de subarmônicos pela modulação de um dos parâmetros 
fisicos de um oscilador. Por exemplo, num circuito RLC os parâmetros fisicos do 
oscilador são R, L e C. Podemos modular (varia) o valor de qualquer uma destas. 
grandezas. Suponha que, num circuito não excitado, modulemos ou variemos a 
“capacitância, variando a separação entre as placas +e* É especialmente interessante 
fazer a modulação à frequência Zu , onde eo é a frequência do oscilador original. 
Supomos que o amortecimento seja pequeno. 
Escrevemos a equação do oscilador como 


a ES 
ATi t aC- e sen Zoir = 0. as 


onde é < 1. O têrmo com e representa a modulação da fòrça restaurativa do osci- 
* O resultado de que a energia térmica é proporcional à temperatura é vàlido 
para quase todos os sólidos à temperatura ambiente e acima dela, mas falha em 
baixas temperaturas devido a efeitos quânticos discutidos no Vol, IV. | 

** A forma da energia potencial entre dois átomos, em geral, é fortemente 
repulsiva para x negativo, de modo que s € x são positivos, o que corresponde a 
uma expansão quando o sólido é aquecido. Os poucos casos conhecidos de con- 
tração térmica de sólidos são principalmente devidos a efeitos de ordenamento 
magnético de spins eletrônicos. Emy ligas de baixa expansividade, como a Invar, 
os efeitos expansivos da rêde cristalina e os de contração magnética se contraba- 
lançam, sôbre o intervalo útil de temperatura. 

++ Este é um método legitimo mas grosseiro; em receptores de micro-ondas 
a capacitância através de um diodo semicondutor seria variada pela variação da 
tensão aplicada ao diodo. O modulador de diodo, chamado “yaractor”, é ampla- 
mente usado. A modulação de capacitância é análoga à da constante clástica da 
mola, que, em princípio, poderia ser modulada esquentando e resriando, alterna- 
tivamente, a mola, desde que o valor de C dependa da temperatura. 


lador à freqiência 2e. Procuremos soluções de frequência op, que ë a Ireqõên- 
cia de ressonância do circuito e igual à metade da Frequência modulador: 
x= e” sen ent as 


O têrmo exponencial é incluído porque para modulação nula a amplitude deve 
diminuir: e antecipamos que. para uma amplitude « de modulação suficientemente 
forte, poderão existir soluções exponencialmente crescentes Isto é, a modulação 
pode lançar o sistema num estado de oscilação mais forte. Substituindo (158) em 
(157) obtém-se para os diversos têrmos: 


E= ie sem ont Bo, cos ont + E sem ct 


Lo ven a + cos cm: 


TNE as 
1 
toi sen Zope == amate cos at cos Beth 
Na última linha usamos a identidade 
Asen Zu) sen cat = cos csgt - cos Jan aw 


Em (158) supomos que o têrmo Of?) é pequeno em comparação com os 
têrmos Olgars) é Ofen), o que implica em £ < c. Isto É compativel com a so- 
lução final. Neste caso, o coeficiente do têrmo em sen wf se anula. A condição 
de anulamento dos térmos em cos erf È 


uen 
pein. a 


Desta forma, f será positivo e a amplitude x crescerá exponencialmente com o 
tempo se 
damos a) 
a 
Esta é a condição para a oscilação do circuito à frequência cx, subarmônica da 
moduladora 2w. Não demonstramos que o será a única frequência presente 
no sistema. 
Note que abaixo da Eq. (160) inserimos o requisito que 8 < cy - Da Eq (162) 
isto resulta em 


cast asy 
z 
É evidente que podemos escolher e de modo a satisfazer, simultâncament, (164) 
e (16) e Luyt 4 4; to & 2e Q = ont > 1. 
Que dizer 10be 0 têrmo cos Je? Não existe uma maneira de levá-lo em 
consideração na nossa aproximação atual; nos limites dési rtamento, nem se 
quer sabemos quão importante éste têrmo poderia ser. É possivel resolver exata. 
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mente a (157) em têrmos de funções tabuladas chamadas funções de Mathieu, e 
verifica-se que os resultados são condizentes com o nosso tratamento aproximado, 
(A teoria das funções de Mathieu não é inteiramente elementar) Uma maneira 
mais simples de verificar a ocorrência real da oscilação paramétrica consiste em 
Substituir a modulação sinusoidal por uma feita por meio de uma onda quadrada 
Isto deixamos ao estudante. Em primeiro lugar, substitua (157) por 


Et Dita tarno u69 
onde ~e é aplicado no intervalo O a 2/2 € + z aplicado entre 2/20, € nang, 
€ assim por diante. Dentro de cada intervalo de tempo equação de movimento 
(165) representa um oscilador harmônico simples e pode ser, com facilidade, re- 
solvida exatamente. As frequências naturais sio, evidentemente, diferentes nos 
dois intervalos, Você obterá a solução exata completa obrigando à satisfazer 
as condições de contôrno apropriadas, nos pontos extremos dos intervalos. Estas 
condições consistem na continuidade de x e do £ em todo lugar 


NOTA MATEMÁTICA. NÚMEROS COMPLEXOS E O OSCILADOR 
HARMÔNICO FORÇADO. 


Daremos, agora, uma solução muito elegante do problema do oscilador har- 
mônico forçado, usando a notação de números complexos, desenvolvida no fim 
do Cap. 4 A equação de movimento (105) é (com cos ax substituido, por con- 
veniência, por sen e) 

1 
E4 DE. w?x = ao cos ut. (169) 
Substituindo o têrmo representativo da fórça por 
aço = ao (cos cs + í sem q), quem 
No fim do cálculo poderemos adotar como resposta a parte real ou a imaginária 
de x, se a fórça impulsora fôr x, cos at (com ap real). 
Procuramos uma solução de (166) da forma 


xat, us) 
onde X, pode ser um múmero complexo. Substituindo (168) em (166) temos 


(02-24 0) xe = me, uw 


uw 


eo? + ofe) 
É útil considerar separadamente as partes real e imaginária de Xo. Temos 


um 


2a, E Ao) 
tod -aF + o 


de onde 


RaNo) = 


to eF + tor 
pa am 
Ino = 
lo + nr 
No limite [0002-003] > wit. temos 
Reks; mada um 
e 


Esta condição é chamada fora de ressonância e aqui a parte real de Xo é muito 
mais importante do que a imaginária. 

No limite [1993 - ts? | 4 o/t, dizemos que estamos perto da ressonância. e quan- 
do «og = o estamos na ressonância ou no centro da ressonância: neste último caso 


ReXo)=0: 


Quanto maior för «, tanto mais fraco será o amortecimento é maior a parte ima- 
ginária da resposta na ressonância. 

Escrevamos X, na forma pe”, como no fim do Cap. 4: então, de (160) teremos 
para a amplitude da resposta 


EET pa TE 
Petra Mio Y + du 


Aqui Xo* è o complexo conjugado de Xy. de modo que XoX 
temos para o ângulo de fase de x relativamente a F 


é real. De (171) 


wos E ua 
A absorção média de potência é dada por 
KP) = (19) = (Raras) 

Mag cos or) [= po sen (x + o). um 


Tomamos a parte real de x, de modo a corresponder à realidade fisica se a parte 
real de F fòr uma förça fisicamente real. Existem outras formas válidas para a 
média temporal — o que é importante é tomar a parte de x que estã em fase com F- 
Usando (172) e a relação p sen p = Im(Xo). temos de (177) 


CP) = -Maupu (cos? ot) sen o = = Maço It 


F + 


O resultado (178) é idêntico ao nosso resultado antenoe (129), 
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Dinâmica elementar dos 
corpos rígidos 


A dinâmica dos corpos rígidos é um assunto fascinante e 
complicado, é, talvez, o ponto mais alto e mais dificil da mecânica 
clássica. (Este capítulo pode ser omitido na primeira leitura dêste 
tolume*). O problema é complicado porque, em geral, precisa- 
mos encontrar a solução de três equações diferenciais simul- 
tâncas nas três componentes da velocidade angular. Devemos 
analisar os resultados tanto num sistema de referência fixo no 
corpo girante como num referencial inercial no qual o centro 
de massa do corpo está em repouso. O protótipo de todos os 
problemas da dinâmica do corpo rigido é o giroscópio. Grande 
parte da teoria do giroscópio foi coberta num tratado de quatro 
volumes por F. Klein e A. Aommerfeld, “Theorie des Kreisels”. 

O propósito principal dêste modesto capítulo é formar as 
equações exatas de movimento de um corpo rígido, de modo 
que você apenas possa entrever o que está envolvido. Temos 
todo o equipamento que precisamos para fazê-lo. Por corpo. 
rígido entendemos um conjunto rigido de partículas, com as 
distâncias interparticulares fixas. Exclumos, desta forma, os 
problemas nos quais o corpo se estica ou vibra em resultado da 
rotação. Resolveremos vários problemas elementares, inclusive 
o do giroscópio simples e o da ressonância do spin eletrônico 
ou nuclear num campo magnético. 


EQUAÇÕES DE MOVIMENTO DE UM CORPO GI- 
RANTE. Vimos, no Cap. 6, que o movimento rotacional de um 
conjunto de partículas é descrito pelas equações de movimento 


a 
& 


W 


Aqui J é o momento angular e N é o momento externo; ambos 
devem ser referidos a uma origem comum conveniente, que, 


* Numa primeira leitura dêste capítulo, sugerimos que você pare na Eq. 6: 
numa segunda, poderá desejar parar na Eq. 47. O material subsequente é excep- 
cionalmente dificil e exige muito tempo e persistência. 


Uma partícula que se move sem estar sujeita a 
vínculos tem três graus de liberdade (f = 3). 


“Uma esfera obrigada a escorregar sôbre um fio 
só tem um grau de liberdade (f = 1), 


Um sistema de N partícula 
graus de liberdade. 


<a 
«o 


Uma partícula constrita a mover-se sôbre uma 
superficie tem apenas dois graus de liberdade 
(=2 


Um sistema de duas partículas tem f = (2 x 3) 
graus de liberdade. 


Um corpo rigido contém muitas partículas, mas 
entre elas existem também muitos vínculos. O 
vetor r entre duas particulas é fixo. Assim / < 3N. 


Suponha que escolhamos uma partícula M, no 
corpo. Ela tem três graus de liberdade. 


Uma vez escolhido um referencial no qual estão 
fixos M, e Mz, qualquer outra partícula M, do 
corpo terá sómente um grau de liberdade, pois 
está obrigada a mover-se sôbre o circulo mos- 
trado. Por isto f = 6 para um corpo rigido. 


q 


0. 


Além disto, èle pode girar. Existem três graus de 
liberdade rotacionais, assim f = 3 + 3 = 6 


Uma ver escolhido um referencial no qual M, 
está fixo, M, passa a ter apenas dois graus de 
liberdade, pois deve mover-se sôbre a superfície 


n 
8 


6. 


Uma outra abordagem dêste problema: O nosso 
corpo rígido pode ser transladado, sem girar, 
relativamente a um Sistema inercial (xo. Yo, žo) 
Existem três graus de liberdade translacionais. 


A fòrça sôbre cada particula de massa M; é 


Fi Fies + EF 
& 


Mas, se as fórças internas obedecem à terceira 
lei de Newton elas se cancelam em pares. Assim... 


Ma, O centro de massa sofre trans- 

ção como se tóda a fòrça estivesse aplicada a 
êle, e como se tôda a massa estivesse concen- 
trada nêle. 


Como gira o corpo? Relativamente à origem do 
sistema inercial dJ,u/dt = Nya! S€ às fòrças fo- 
rem centrais e obedecerem à terceira lei 


a 


Quando o corpo está em translação, a origem 
do sistema (xo, yo, zo) é muito inconveniente. 
Relativamente à origem no centro de massa, 
também temos dJ/dt = N, su ! O centro de massa 
é, com frequência, uma origem muito conve- 
niente para discussão de rotações. 


usualmente mas não sempre, será o centro de massa, Assim 


J= EMA, xvi N= Er, x F, (2) 


onde F, é a fòrça externa sôbre a partícula enésima. 

A essência da fisica dêste capítulo pode ser ilustrada por um 
exemplo simples, o de um aro circular fino (de raio R), que gira 
em tôrno de um eixo normal ao plano do aro e que passa pelo 
centro do circulo. Nestas condições, tôda a massa-M do aro é 
equidistante do eixo, de modo que o módulo do momento an- 
gular J tem o valor 


J= MRv = MR. (E) 
Aqui, usamos também o fato de que todos os pontos do aro se 


movem com a mesma velocidade Rw. Percebemos, no resultado 
(3) que MR? é uma propriedade do aro. É costume denominar 


MR? (4 


de momento de inércia do aro, para rotação em tôrno do eixo 
especificado. Portanto J = I ou (se mantivermos o requisito 
específico que o eixo de rotação permaneça perpendicular a0 
plano do aro) podemos escrever 


J= to. (9 


Nas seções seguintes, consideraremos a generalização da definição 
do momento de inércia a corpos de forma e distribuição de massa 
arbitrários. 

Se o raio do aro fôr 100 cm e a massa 1 kg, então 1 = (10° g) 
(10? cm)? = 107 gem?. O momento angular, à velocidade angular 
de 100 rad/seg, é J = (107)(10?) = 10º gem?/seg = 10º ergseg. 
Se uma fòrça de 10º dinas fòr aplicada ao aro (numa direção 
paralela ao eixo de rotação), o momento aplicado será N = 
= (10? cm)(10* dinas) = 10º dinas.cm; sua direção é a de r x F 
e portanto normal ao eixo de rotação. 

Vemos, de (1), que se o momento fôr aplicado apenas durante 
um intervalo curto de tempo Ar, então AJ = NAt, Isto nos diz 
que a direção de J inclina-se para um lado de AJ devido à breve 
aplicação do momento; repare, entretanto, que AJ não está na 
direção da fòrça F mas é perpendicular a ela. Esta é uma pro- 
priedade notável de sistemas girantes. O argumento que desen- 
volvemos só tem sentido quando AJ < J, de modo que o corpo 
deve ter uma rotação inicial, No caso dos números dados acima, 
vemos que Ar = 10 seg é um intervalo de tempo suficientemente 


Se um ponto P estiver em repouso (mesmo se 
© centro de massa estiver em movimento, como 
no caso dêste pião), então P (e não o centro de 
massa) será a origem de coordenadas apropriada. 


curto, pois então NA! = (10° dina.cm)(10 seg) = 10° ergseg, 
que é pequeno em comparação com J = 10º erg-seg. 

muito importante ser claro a respeito da escolha da origem 
e do sistema de referência inercial. Quando a soma das fòrças 
(EF, fôr nula, a posição do centro de massa será a origem apro- 


(9 


Porque sempre existe um sistema inercial no qual o centro de 
massa está em repouso, desde que a fòrça total seja nula. Em 
geral, o corpo girará em tôrno de um eixo através desta origem. 
ja œ a velocidade angular instantânea do corpo em tôrno 
de um eixo pela origem. A velocidade da enésima partícula, rela- 
tivamente a esta origem. foi expressa no Cap. 3 como 

RE GRE o 


de modo que a (2) passa a ser 
J= EMS, X V, = EM,f, X (0 x r) © 


O que desejamos fazer agora é encontrar uma maneira com- 
pacta de escrever esta relação vetorial entre o momento angular 
J e a velocidade angular e. Pela identidade vetorial 


A x (B x C) = B(A -C)- CIA -B); [U) 
e com as substituições A — r,, B — q, C — r,. temos 


T, X (@ x T,) = r ,? rdt, 0). (10) 

Substituimos (10) em (8) obtendo 
J= EM Jo? -r,r o). an 
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Quando escolhemos como origem o centro de 
massa, estamos construindo um sistema de refe- 
rência (xyz) fixo no corpo. O sistema de refe- 
rência (xovozo) é inercial e não deve ser confun- 
dido com (xy:) 


Em qualquer instante, as particulas do corpo 
podem ter velocidade angular « em tômo do 
centro de massa. Usamos aqui os eixos fixos no 


corpo 


Uma vez que J= EM, EM, 0), rela- 
tivamente aos eixos do corpo, J e w não precisam 
ser paralelos, 


Tôdas as particulas têm o mesmo o, de modo que o resultado 
pode ser escrito em têrmos das três componentes de œ. Cada 
componente será multiplicada por uma certa soma sôbre massas 
e posições das partículas. Por exemplo, a componente x de (11) é 


J, = 0EMg2-Exdr, o). (12) 
Escrevendo 
Te = Xpy + Val, + Entes 
| temos 
| J = 0 EMO 0 EM? -0EM x- OEM (13) 


Existem equações semelhantes para as componentes y e z de (11). 


Coeficientes inerciais. Vemos que a expressão (13) de J, envolve 
três quantidades: 


EM dr EM EM 

Estas quantidades dependem da distribuição de massa no corpo 
e da orientação instantânea do corpo em relação aos eixos de 
coordenadas x, y, z, que, por ora, devem ser considerados como 
fixos num sistema de referência inercial; por isto, elas dependerão 
do tempo. Denominamos estas quantidades de coeficientes 
Fls 


(14) 


e anilogamente para as quantidades que entram em J, e J, 
Podemos, então, escrever as três equações para as componentes 
de (11) da seguinte forma: 


Ln + Ly, + Lo 


J, = Lpy + Lyo, + Lote; as 
J= L, + Li, + l0 


Vemos que, para um corpo de forma e distribuição de massa 
arbitrários, o momento angular J nào é dado simplesmente por 
um escalar vêzes a velocidade angular w. Êste fato é fonte da 
complexidade do comportamento exibido pelos corpos girantes. 
Os problemas simples da dinâmica de corpos rigidos ocorrem 
para esferas, onde, conforme veremos, J é sempre paralelo a o. 
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Na ausência de momentos externos, J é constante no espaço 
e para um corpo qualquer o vetor œ precessará em tômo de J. 

Os têrmos diagonais da matriz abaixo, Lu, Fy, Le, São cha- 
mados de momentos de inércia 


os demais têrmos não diagonais são chamados de produtos de 
inércia. Note que um têrmo diagonal (p. ex. 1..) sendo definido 
como EM lr, — x,?) = EM (y,? + 2,7) é a soma dos produtos 
de cada massa pelo quadrado de sua distância ao eixo x; de 
onde a designação “momento de inércia em tômo do eixo x”. 
Se pfr) fòr a densidade em r, poderemos reescrever os I na forma 
integral como segue 


= jø? sv; Ly = -f plrjxy dV, etc. (16) 
Aqui dV é o elemento de volume. Podemos verificar a exatidão 
da passagem da soma E sôbre os elementos de volume para a 
forma integral, notando que f p(r)dV é igual à massa contida 
no elemento de volume ao qual é extendida a integração. 
Observemos que a soma dos têrmos diagonais 


Las + lyy + Ia = EM. = 2j tor dV, am 


usando a (14) ou (16) para 1,. e expressões análogas para 1, e 
1... Note que a soma na Eq. (17) é isotrópica — isto é, não depende 
da orientação do corpo em relação aos eixos de coordenadas. 
Note, também, que os produtos de inércia são simétricos: 


Dolks Gel as) 


EXEMPLO. MOSTRANDO UM J NÃO PARALELO A œ. 
Duas massas de 200 g e 300 g estão separadas por um bastão 
leve de 50 cin de comprimento. O centro de massa do sistema 
Serve como origem de um sistema de coordenadas cartesianas. 
O bastão jaz no pláno xy, formando um ângulo de 20º com o 
eixo y. Calcule os coeficientes inerciais Fey € Ly 

Caleulemos, em primeiro lugar, a distância do centro de massa 
à massa de 200 g. Usando a (6), temos 


Rr = LON) + (0050) _ 


200 + 300 


Suponha que temos um corpo de simetria axial 
(p. ex. em tôrno do eixo x). Então 1,, = 0, pois 
para qualquer M, em x, y, existe um M, corres- 
pondente em —x,, ya- 


As coordenadas cartesianas da massa de 200 g, denominada 
M, , referidas ao centro de massa como origem, são 


xı = 30 sen 20º = 30(0,342) 
30 cos 20º = 30(0,940) 
o 


As coordenadas cartesianas da massa de 300 g, denominada 
Mı, são 


x) =20 sen 20° =—68 cm; 
Y2 =—20 cos 20° =-I88 cm; 
o. 


Usando êstes valóres das coordenadas podemos passar a 
calcular os coeficientes inerciais, definidos pela (14): 


La Miro) + Mafra? = x3?) 
= 200 [(30)? — (10,3)*] + 300 [(20)? — (6,897) 
=2,65 x 10º gem. 


Ty =- MiX, y1 = Maya 
=(200)(28.2)(10.3) (300)(6.8)(18,8) 
=-096 x 10 gem. 
Suponhamos, agora, que o bastão gire em tóro do eixo x 
com velocidade angular q. Ache as componentes de J. 
De (15) temos 


Ai] fer 


3.=0, 


“onde usamos o fato de que I, = 0, pois, para o bastão na posi- 
ção suposta, z, e z, são ambos nulos. Portanto, 


Ly (096 x 109) 


J, 
A r E a 056 


7 


Ta 
Vemos, assim, que no instante em que o bastão jaz no plano xy, 
o vetor momento angular também jaz neste plano formando com 
o eixo x um ângulo tal que q = artg (- 0,363) = — 20°, Desta 
forma, J gira em tôrno do eixo x e não é paralelo a «» mas per- 
pendicular ao bastão. 

Como podemos entender êste resultado? Observe que o bas- 
tão tem o momento de inércia nulo (sob a nossa suposição de 
massas puntiformes) em tôrno de um eixo que coincide com êle; 
por isto, a componente de « paralela ao bastão não tem uma 
componente correspondente de J. 
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EXEMPLO. MOMENTO DE INÉRCIA DE UMA CASCA 
ESFÉRICA. Calcule os coeficientes de inércia de uma casca 
esférica uniforme cuja densidade de massa por unidade de área 
é o, para um eixo que passa pelo centro da esfera. 

Observe, em primeiro lugar, que devido à simetria, todos os 
produtos de inércia 1,,, Les Ize» Iex» Iye, Ly da Eq. (16) são 
nulos para uma distribuição esférica em tôrno da origem. Isto 
PR o o e DO con ia 
cada contribuição xy à soma ou integral que define 1,, 
uma contribuição igual e oposta (-x)y. Isto é, a média es é 
nula sôbre uma superficie esférica. 

Observe que r? = x? + y? + :?, portanto os valôres médios 
sôbre a esfera satisfazem à condição 


= KP). a9 

Desta forma, os momentos de inércia são todos iguais e, uma 

vez que a sua soma é 2£M,r,?, cada um dêles deve ser igual a 
FEM: 

1= = ly = lp =3EMyO =3PEM, = Jánor*. (20) 


Note que, sendo q a massa por unidade de área da casca, a sua 
massa total é 4mar?. 


EXEMPLO. MOMENTO DE INÉRCIA DA ESFERA. 
Calcule 1 para uma esfera de densidade uniforme p, relativamente 
a um eixo que passa pelo seu centro. 

Podemos considerar a esfera como composta por cascas 
esféricas de espessura dr cuja densidade de massa por unidade 
de área é = pdr. Então, usando o resultado (20), temos 


27 
latas too u=, (Arr) lp dr) 


Srp ME A T T 
=| r da= or = OMR, Q) 


15 


onde M = -7 pR? é a massa e R o raio da esfera. 

Notemos que, no caso de uma esfera ou casca esférica, as 
componentes do momento angular, dadas por (15), reduzem-se 
a J = Iw. Assim, para estas geometrias, o momento angular é 
sempre paralelo à velocidade angular. 


EXEMPLO. O TEOREMA DOS EIXOS PARALELOS. 
Calcule 1,, para um corpo qualquer, em tôrno de um eixo para- 
lelo a $, e que cruza o eixo y à distância a do centro de massa. 


Uma camada esférica uniforme é axialmente 
simétrica em tôrmo de x, y e z, assim 
Iz= =1, 
Também, por simetria. 
=la = by = Lpy = (AM ão 
Assim, 1 = (84/3Jortdr: onde ø é a massa por 
unidade de área da camada. 


A fim de achar I para uma esfera sólida uniforme 
dividimo-la em camadas concêntricas, = into- 
gramos: 


E 


ERAS) 
r*dr = pR" = MR? 
[ T 


Substituímos em (14) todos os y, por y, + 4, deixando x, € 3, 
inalterados. Então E 


EM? — EM Ar? + lya + a’), (>) 
mas, EM,y, = O devido à escolha do centro de massa. Desta 
forma, o nóvo valor de Ix, é 

y = EMdr? + a? x) = 1º, + EM, 23 
onde 1º, = EM,{r,? — x,) é o momento de inércia em relação 
ao eixo que passa pelo centro de massa. Vemos que o momento 
de inércia em tôrno de um certo eixo é igual ao momento de inércia. 


Suponha que desejamos calcular 1, . onde o em tôrno de um eixo paralelo que passa pelo centro de massa, 
eixo = é paralelo a z. Como podemos fazê-lo? 


Para um ponto qualquer de massa M, , podemos 
construir o plano normal aos eixos z € 7' que passa 
por M, (veja a figura anterior). 

Então R$ = xè +37. Assim... 


Já que EMR, = O, temos Ip, = MR? + li 
ste é o teorema dos eixos paralelos. Aqui M 
= EM, é a massa total. 


sa 3 
Um bão no; = 2 [ (BP onde ar ME MEI 
here E Sa) 


é massa total do bastão. Assim I, = ML?/12 o que verifica o teorema dos eixos paralelos, 


o 


Ee 


ME? 


Anel fino em têrno 
do eixo do cilindro 


Ê 
É 


Exemplos de momentos de inércia relativamente 
aos eixos indicados, 


mais o momento de inércia em tôrno do eixo dado, calculado 
como se tôda a massa estivesse concentrada no centro de massa 
Ëste resultado é útil no tratamento de corpos rolantes. O mo- 
mento de inércia de um aro, em tôrno de um eixo perpendicular 
ao seu plano e que passa pela borda é 2MR?, pois o momento 
de inércia em tôrno de um eixo paralelo pelo centro de massa 
é MR? 

Concluimos, de (21) e (23), que o momento de inércia de uma 
esfera de densidade uniforme, em tômo de um eixo tangente 
à superficie, é 


Iss = ÌMR? + MR? =IMRº, 2a 


A convenção de soma. As relações (14), (15) e (16) podem ser 
escritas de um modo muito elegante e compacto usando a con- 
venção de soma? introduzida na Nota Matemática 2 do Cap. 2 
Repetimos, aqui, as regras do jógo: 


1, Quaisquer indices gregos que ocorram duas vêzes num 
produto devem ser somados sôbre x, y e =. Assim 


O, + Ipi es, 


Lao, = Lt + Los 


2. Quaisquer indices que não ocorram duas vêzes num pro- 
duto podem ser substituídos por x ou y ou z. Assim a equação 


h= Lato, (26) 


* Chamada, às vêzes, de convenção tensorial de soma. 
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tôrno de Cilindro anular em tômo 
do eixo do cilindro 
1=Ment+ Ri) 


Cilindro sólido (ou disco) 
em tôrno do eixo maior 


1=Juat 
z 
boo e Eixo | 
M zime) 


Duas esferas sólidas num haltere 
1,=2(M + $MP) 


Uma esfera uniforme: 1... para um eixo tangente 
à superficie é Ie = ẸMR? + MR? = IMRÊ. 


Um cilindro uniforme: 


equivale a todo o conjunto (15) de equações. Por exemplo, subs- 

tituamos, em primeiro lugar, por x; então, a (26) passa a ser 

Jy = 1,40, = lyy + Lo, + Lady em 

É muito mais elegante escrever a (26) do que as três equações (15). 

3. Por x, podemos designar x ou y ou z; mas no produto 
xx, O índice x ocorre duas vêzes, de modo que 

martti. e3) 


Mas, em x,x, nenhum indice grego ocorre duas vêzes, de modo 
que x,x, pode representar xx ou xy ou yz, etc. Com a convenção 
de soma a (16) toma a seguinte forma 

Lp = Perda x AV. o 
ö,, é o símbolo delta de Kronecker, que é nulo a menos que 
K = v, quando então assume o valor um. Suponha que estamos 
interessados em 7,,; então lemos o têrmo x,x, como x? e o têrmo 
XyXðpm em (29), como r?. Você pode passar perfeitamente bem 
sem a convenção de soma e deve usá-la para economizar escrita 
apenas se estiver certo do que está fazendo. 


ENERGIA CINÉTICA DE ROTAÇÃO. A energia cinética 
de um corpo rigido, referida ao centro de massa em repouso, é 
denominada de energia rotacional dêste corpo. É dada por 


K=12M, 


{EM o x r)? = bfo x r)? ay, (30) 


usando v, = x r,. Aqui (o x 1)? = (o x 1,) (o x r) 
Consideremos, em primeiro lugar, a energia cinética rotacional 
de uma esfera uniforme, e seja œ paralelo ao eixo z; então 


(o x r? = o? P) eu 
mas, o momento de inércia de uma esfera de densidade uniforme 
p é dado por (16) como 

I= Ia = ft? + dv, (32) 
de modo que a (30) reduz-se a 

K=tpilo x r} dV = So?pft? + y)dV= Ho? (33) 


Passamos agora a calcular a expressão da energia cinética 
rotacional de um corpo de forma arbitrária. O resultado será 


K = Hola + 0, + 02, + 2040 
+ Dol, + 2d) GA 
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A energia cinética de um corpo axialmente simé- 
trico que gira em tôrno do eixo de simetria é 
Ko? 


Usando a relação vetorial 
(A x B):(C x D) =(A-CHB-D)-(A-DJB-C) (35) 
teremos 
(o x r? = a?r? -io r). 66 


De acórdo com a convenção de soma, a (36) pode ser escrita 
como* 


(O X PP = Dp AX, = OXDA, = AXX — Xp) (37) 
Esta relação poderia, fácilmente, ter sido escrita diretamente, 
sem usar a (36), usando-se o símbolo c;,, definido na Nota Mate- 
mática 2 do Cap. 2:] Quando as coisas atingem o presente nível 
de complicação, a convenção de soma tende à tornar-se mais 
conveniente do que a notação vetorial. 
Substituindo (37) em (30) e usando a (29), tem-se para a energia 
cinética 


K = too AD dos) dV = Ho (8) 
o que é equivalente a (34)**. 


* Caso você tenha qualquer dúvida de como ler a (37) escrevemo-la com a 
convenção de soma indicada explicitamente: 


wxm (go: (2x7) (Bose). 


onde p, v variam sôbre x, y, z. Note que Ex,? = 12. 
“* Vale a pena mencionar que, para um corpo rígido, J, = 2K/fas,. Ito pode 
der visto pela comparação das Eqs. (26) e (38), ou Eqs. (15) e (34) 
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no espaço woo, Os eixos principais do elip- 


Se girarmos, adequadamente, os eixos fixos no 
corpo (xyz), êles coincidirão com os eixos prin- 
cipais do elipsóide. De agora em diante, usamos 
Os eixos principais como os eixos fixos no corpo, 


Com os eixos principais 1, 2 e 3, 
K = Ho} + oi + Ho) 


e 
J= 1,04 + la + 1505 
Todos os têrmos cruzados anulam-se! 


Esfera rolando por um plano inclinado. 


Para uma esfere 1, 
duz-se a 


1, e vemos que a (38) re- 


K = {ilo + 0? + oè, (39) 


o que está de acôrdo com a (33). Os coeficientes de inércia são 
úteis na descrição tanto do momento angular como da energie 
rotacional de um corpo rigido. 


EXEMPLO. ESFERA ROLANTE. Uma esfera de raio R € 
massa M rola sem escorregar por um plano de comprimento L. 
inclinado de um ângulo 6 em relação à horizontal. Qual é a velo- 
cidade do centro de massa da esfera ao pé do plano? 

Êste é um problema padrão, típico de livros de texto; um modo 
de resclvê-lo consiste em igualar a energia potencial na extre: 
midade superior do plano 


U ='Mgh = MgL sen 6 (40) 


com a energia cinética na extremidade inferior que é 
K = Mt + lo? an 


a soma das energias cinéticas translacional e rotacional. Note 
que os dois têrmos que ocorrem na (41) são completamente 
independentes; o primeiro representa a energia cinética trans- 
Iacionak devida ao movimento do centro de massa e o segundo 
é devido à rotação do corpo em tôrno do centro de massa. É 
intuitivamente claro que êstes têrmos sejam independentes, uma 
vez que é possível que a esfera escorregue plano abaixo sôbre um 
ponto de contato sem girar, sendo igualmente possivel que a 
esfera apenas gire, permanecendo estacionário o seu centro de 
massa. No movimento da esfera plano abaixo, qualquer combi- 
nação dêstes dois movimentos independentes é possível. 
Existe uma combinação especial na qual estamos interes- 
sados com a maior frequência: rolamento sem escorregamento. 
Você esteve rolando coisas desde os seus primeiros dias de vida 
consciente. Rolamento sem escorregamento é definido como o 
movimento caraterizado pelo fato de que o ponto de contato 
entre o corpo e o plano está instantâneamente em repouso. 
Pode também ser definido pela condição de que a velocidade 
do centro de massa deve ser igual a Ro. Assim, a (41) pode ser 
escrita como 
23 


EN aijt lusa mt, (42) 
Ig 2 $ 10 y 


onde usamos 7 = MR? para uma esfera uniforme. Equacionando 
(40) e (42) temos 


a) 


na extremidade inferior. 

Uma outra maneira de resolver o mesmo problema consiste 
em explorar o fato de que, em qualquer instante, um corpo ro- 
lante pode ser considerado como girando em tôrno do ponto 
de contato; que está sempre em repouso. Dêste ponto de vista, 
tôda a energia cinética é rotacional em sôrno do ponto de contato 
com f = }MR?, conforme dado pela (24), para o caso da rotação 
em tôrno de um eixo tangente à superficie. Então 


K = P ẸMR U? = ME, aa 
de acórdo com (42). 


Eixos Principais. Repare na complicada expressão geral (34) 
da energia cinética rotacional, que é válida para um sistema 
arbitrário de eixos cartesianos e pode, sempre, ser simplificada 
três têrmos. O truque (e para a maioria dos corpos regulares 
é muito simples) está em escolher um sistema apropriado 
de eixos. Neste sistema preferencial, chamado de sistema de 
eixos principais, ocorrem apenas os coeficientes diagonais },, = [,: 
=h os produtos de inércia se anulam, de modo que 
a energia Cinética rotacional é 

K = Yo + hoy + 0). us 
(Para um cilindro, os eixos principais seriam o longitudinal do 
cilindro e dois eixos perpendiculares entre si e ao longitudinal 


e desenhados a partir dele). As Eqs. (15), que ligam J a q», redu- 
zem-se a 


h=ho: h J = hos. a8) 


de modo que a energia rotacional (45) pode ser escrita como 


un 


Note que J é paralelo a œ quando o corpo está girando em tômo 
de um eixo principal. 
EQUAÇÕES DE EULER. A equação de movimento 


+ 
de 


N (48) 


é válida num sistema de referência inercial. É mais conveniente 
definir os coeficientes inerciais em relação a um sistema de coor- 


| 


denadas em repouso no corpo girante; êste é um sistema não 
inercial. (Até êste ponto da nossa exposição, não tivemos de espe- 
cificar se os eixos estavam ou não em repouso). Pelos argumentos 
do Cap. 3, sabemos, agora, como transformar um vetor de um 
referencial inercial a um girante: 
as 
(carona (49) 
onde « é a velocidade angular do sistema girante. Tôdas as 
outras grandezas do lado direito são observadas no sistema 
girante. Assim, a (48) se transforma em 


as 
GroxI=N, (50) 


para um J observado no sistema girante. 

Supomos que os eixos cartesianos do sistema girante coinci- 
dam com os eixos principais 1, 2, 3. Usando (46), a componente 
da (50) segundo o eixo 1 é 


7 (st) 


ou, rearranjando a (51) e escrevendo também as equações para 
as componentes de (50) segundo os eixos 2 e 3, obtém-se 


DÊ + (Is Toro, (2a) 
Di + (i, -100 = (52b) 


Iyg + Modos (52c) 


Estas equações são conhecidas como as equações de Euler, e 
constituem um bom ponto de partida para os problemas de corpos 
girantes. Lembre-se sempre, ao usar as equações de Euler, que 
os eixos principais 1, 2 e 3 estão fixos no corpo. 


EXEMPLO. PRECESSÃO DA ESFERA SEM AÇÃO DE 
MOMENTOS EXTERNOS. No caso da esfera uniforme, 1, = 
= l, = 1, e as equações de Euler reduzem-se a 


lòs Ny lo=Ny;  lò,=N,. (53) 


No movimento livre N = 0, e a (53) nos diz que œ é constante; 
êste resultado é um aspecto peculiar da esfera que gira livremente. 


EXEMPLO. PIÃO SIMÉTRICO. Um pião simétrico tem 
1, = ly é Is. Vemos, da (53) que na ausência de momentos 
externos o; (e sômente 0) é constante. As Eqs. (52a) e (52b) 
se tornam 


à + No, (54) 
onde 
a= Brio, 69 
usando 1, = 13. 
Uma solução da (54) é dada por 
m=AcosM; o= A sen, (56 


onde A é uma constante. Vemos que a componente da velocidade 
angular, perpendicular ao eixo do pião da figura (eixo 3), gira 
com velocidade angular constante Q. A componente w, da velo- 
cidade angular paralela ao eixo da figura é constante. Portanto 
o vetor œ gira, com velocidade angular constante, em tôrno do 
eixo do pião; em outras palavras, um pião que gira em tôrno 
do seu eixo maior com velocidade angular œs, num espaço 
livre de fórças, precessará com a fregiência N dada por (55). 

I, da terra não é exatamente igual a I, , porque a terra não 
é exatamente esférica. A precessão (56) é, de fato, bem observada, 
causando a assim chamada variação de latitude; é um fenômeno 
tão interessante que o Instituto Internacional de Latitude man- 
tém diversos observatórios com o propósito único de medi-la. 
Um dêles está em Ukiah, na Califórnia do Norte. A Eq. (55) 
prediz para a terra um período de 305 dias. O movimento obser- 
vado tem uma componente anual (interpretada como uma osci- 
lação forçada por causas meteorológicas) e um periodo livre 
de 420 dias. Foi considerado um triunfo quando Newcomb, 
no fim do século dezenove, explicou o prolongamento do período, 
de 305 para 420 dias, pela deformação da terra sob o efeito da 
variação da direção da fórça centfifuga. Isto forneceu uma das 
primeiras estimativas da rigidez da terra. 

Todo êste assunto é fascinante*. A componente livre do movi- 
mento parece amortecido, com um tempo de amortecimento de 
30 anos ou menos, o que fornece informações sôbre a carate- 
ristica não elástica da terra. Entretanto, ninguém ainda conse- 
explicar o que mantém o movimento. 


W. Munk e G. F. MacDonald, “The rotation of the Earth” (Cambridge Uni- 
versity Press, New York, 1961). 
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Considere a rotação “livre” (N = 0) de um corpo 
de simetria axial (eixo = p. ex). Então 1, = Fz, 
de modo que wy = const. 


Também J está fixo no espaço, perque N 
projeção de æ sôbre J é constante 

[K = prl +09) + ih, e o? + w3 = const. 
Desta forma, œ precessa em tôrno de J com 
velocidade angular constante. 


Um problema diferent pião simétrico. Desta 
vez |dJjdt| = |N| = Mal. sen O + 0. Quando 
o pião gira rápidamente, w e J coincidem apro- 
ximadamente com o eixo da figura. 


Nestas circunstâncias |w] = const. O vetor a 
precessa com velocidade constante em tómo do 
eixo de simetria do corpo. 


regar) sôbre o cone do espaço, no caso da rotação 
“livre” de um corpo axialmente simétrico. 


AJ = NAr é normal a J, pois N 1 J. Assim]J|= 
= const. mas J precessa em tôrno do eixo ver- 
tical. A frequência de precessão é: 

1º MaLsen O MgL 
Ar Tsndo JsnD o do 


A Eq. (50) ou as equações de Euler mostram-nos que as com- 
ponentes da velocidade angular e portanto também as do mo- 
mento angular (referidos a eixos fixos no corpo) não são cons- 
tantes, mesmo quando o momento externo é nulo. Mas, na au- 
sência do momento externo, o módulo do momento angular é 
constante: 


J? +J + IS = const 67 


A fim de provar êste resultado, considere a (50) com N = 9: 


PERA (58) 
Usando êste resultado temos 
Son=2:5 Nox] (59 
pois œ x J é perpendicular a J. Desta forma 
J-J=œnst. =J, +J? +J}. CQD (60) 


PRECESSÃO DE SPIN NUM CAMPO MAGNÉTICO 
CONSTANTE, Designamos por spin o momento angular de 
uma partícula em tôrno do seu centro de massa A precessão 
do vetor momento angular num campo magnético é um fenô- 
meno interessante e de grande importância na fisica atômica e 
do estado sólido, quimica, biologia e geologia. Fazemos duas 
hipóteses: 


1. O momento magnético | de uma particula elementar é 
igual a uma constante vêzes o momento angular J: 


=y. (61) 


A constante y é denominada razão magnetomecânica*. Para 
um ciétron livre y = eme. 


2. O momento externo que age sôbre o momento magnético, 
no campo magnético B, é igual a j x B. Êste resultado é deduzido 
no Vol. II, mas é de conhecimento geral que um campo mag- 
nético exerce um momento de torsão sôbre uma barra imantada 
ou sôbre uma espira de corrente. E 

Assim, no referencial de laboratório, temos, de j 


N, a equação 


162) 


*N.do T, A denominação razão giromagnética é mais usual para esta constante 
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Um problema semelhante: Um momento mag- 
nético u = 7J num campo magnético, onde o 
momento mecânico N = y x B é normal a J. 
A freqüëncia de precessão é o = yB, outra vez 
independente de 0. 


Suponhamos agora que B = BZ; então a (62) se transforma em 


Jo=0,B; J,=-0,B; j,=0. 163) 


Estas equações são semelhantes às (54); com A constante, uma 
solução é: 


J, =A sen r; A cos Qr; const, (64) 


desde que 


Q=;B. (65) 
Denominamos Q de fregiiência de precessão livre. 


Ressonância de spin. Consideremos agora o movimento do 
spin num campo magnético que tem uma componente z cons- 
tante denominada B, e uma componente x pequena e alternada 
à freqüëncia «o, chamada H, . A soma dêstes dois campos é 

B=H, sen ok + BZ. (66) 


As três componentes da equação de movimento (62) são: 


=-0, + 7J,H, sen ot; 
j,=-yJ,H, sen ot. (67) 


Embora estas equações possam ser resolvidas exatamente, con- 
vêm fazer uma aproximação. Supomos que J, < J, , © que cor- 
responde à situação em que o spin forma um ângulo pequeno 
com o eixo z. Podemos, então, fazer ), = 0, de modo que J, = J 
constante. 

Procuremos, agora, por soluções para J,, J, que tenham a 
mesma dependência temporal que o campo impulsor (66): 


J,=A sen oti J,=C cos ot, (68) 
onde A e C são constantes. As funções seno e co-seno são um 
palpite baseado na nossa representação do movimento de J como 
uma rotação em tôrno do eixo z. Substituindo (68) em (67) temos 


wA cos wt = NC cos wt-wC sen ot 


QA sen wt +yJH, sen ot. (69) 
Segue-se que 
DA =0C; -oC =-NQA + JH, «o 
ou 
= 
c= to cm) 


Assim, da (68), temos 


gt, o ct. (12) 


o ei 


Este resultado exibe um máximo de ressonância quando 
w = Q = yB. (O infinito ou singularidade, existente nesta solução, 
é removido na solução exata do (67) onde J, não é desprezado). 
Verificamos que o sistema responde a um campo magnético, 
variável, na direção x, tanto na direção x como na y. 

Os fenômenos de ressonância de spin, nuclear e eletrônica, 
são ricos em aplicações. Uma primeira aplicação óbvia, à fisica 
nuclear, consiste na determinação da razão magnetomecânica 
(giromagnética) do núcleo. Para fazê-lo, medimos a fregiência e 
intensidade do campo magnético à qual é observada a resso- 
nância, pois êles estão relacionados por 


B. 03 


GIROSCÓPIO ELEMENTAR. Considere o movimento, sob 
ação da gravidade, de um pião simétrico que (no nosso caso par- 
ticular) gira com velocidade angular c», em tôrno de um eixo 
horizontal, apoiado numa das extremidades por um mancal 
sem atrito. A fòrça da gravidade exerce um momento de inten- 
sidade constante N em tôrno do ponto de apoio. A direção de 
N é normal ao eixo do pião e à vertical. Afirmamos o resultado 
espantoso que o pião é estável quando o seu eixo é horizontal. 
Desejamos encontrar a fregiência Q de precessão do cixo, quando 
gira vagarosamente no plano horizontal. Fazemos a aproximação 
de que w, é constante, independente da velocidade angular de 
precessão. Esta aproximação é boa no limite em que a velocidade 
angular da rotação do pião é muito maior que a da precessão. 

Designemos 1,0, por J; pela nossa hipótese, a intensidade 
J é constante. O momento jaz no plano horizontal sendo normal 
ao eixo do pião. Seja q a medida da posição angular do eixo 
no plano horizontal. Então N = Ng, e a equação de movimento 
J = N reduz-se a 


j= nọ. 09 


Caso o módulo de J deva ser constante, conforme admitimos, a 
solução da (74) é 


Í = op = IO$. a9 


Aqui, Q designa a frequência de precessão, que é a freqüència 
angular com que o eixo do giroscópio gira em tôrno do eixo 
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Existem muitos exemplos de movimento giros- 
cópico na vida diária. Aqui está um estudante 
andando de bicicleta, diretamente para frente. 


A fim de fazer uma volta à esquerda, o ciclista 
aplica um momento mecânico, conforme ilus- 
trado (inclinando-se para sua esquerda). A di- 
reção dêste momento é para trás da bicicleta... 


Uma vista de cima mostra a direção dos mo- 
mentos angulares associados com as rodas. 


e deve ser portanto diferente da de AJ. O nóvo 
J é aquêle que é mostrado, e a bicicleta dirige-se 
para a esquerda do ciclista 


vertical. Combinando (74) com (75), temos 
N N 

2-5 re «9 

A estabilidade direcional de um corpo rigido girante, ou 
giroscópio, é exibida melhor pela comparação do seu compor- 
tamento com o de um corpo não girante. Suponha que ambos 
sejam colocados num espaço livre de fórças, sob ação apenas de 
um momento externo transitório e fraco. O corpo que não girava 
passará a girar quando êste momento fôr aplicado e a rotação 


continuará indefinidamente após sua remoção. O giroscópio 
poderá ser ligeiramente desviado pela aplicação do momento 
mas, com a sua remoção, o desvio cessará. Isto é devido ao fato 
de que (de } = N) uma aplicação contínua de momento é neces- 
sária para causar uma variação continua do momento angular. 
Em outras palavras, um incremento pequeno, AJ = NAt, do 
vetor momento angular parece grande em comparação a zero; 
representando uma rotação continua em tômo de um eixo fixo 
de um corpo inicialmente em repouso, Mas, o mesmo AJ, adi- 
cionado perpendicularmente a um J inicial grande do giros- 
cópio, causará, no máximo, um desvio angular de AJ/J na orien- 
tação do eixo do giroscópio. Neste fato, reside a explicação 
básica do funcionamento do giroscópio, que tem uma aplicação 
óbvia em sistemas de navegação inerciais. 

Um giroscópio montado em mancais girantes (mosirado no 
desenho) não sofre ação de momentos devidos à rotação da terra 
ou ao movimento de qualquer veículo ao qual possa estar ligado. 
Desta forma, o eixo do corpo girante apontará sempre numa 
direção fixa do espaço. Notemos que em giroscópios são usados 
sempre corpos girantes simétricos, a fim de que o eixo de rotação 
possa coincidir com a direção do momento angular. 

O girocompasso emprega um tipo diferente de montagem. A 
rotação da terra exerce um momento sôbre o corpo girante a 
menos que o seu eixo aponte na direção do norte verdadeiro. 


LISTA DE FILMES 


“Angular Momentum, A Vector Quantity" (27 min) A: Lemonick (fime ESI) 
Mostra que momentos angulares adicionam-se vetorialmente e que momen- 
tos, aplicados a sistemas que já possuem momento angular, causam a preces- 
são dêste momento. 


PROBLEMAS 


1. Aro girante. Um aro metálico circular de massa M = 10º ge raio R = 20em 
gira em tôrno do seu centro a 10 eps. ou 2 (10) rad? seg. O eixo de rotação é nor- 
mal ao plano do aro. 

a) Mostre que o momento de inércia em tôrmo do eixo é 4 x 10° g cm” 

b) Mostre que o momento angular em têrmo do mesmo eixo é 2.5 x 10"erg seg 

©) Deseja-se aumentar o momento angular, em tòrno do mesmo eixo. de 
1 x 107 erg seg Se um momento N fòr aplicado por 10 seg, mostre que é necessi- 
rio um momento N = 1 x 10° dina. cm. 

d) Suponha que Este momento seja devido a uma fórça tangencial aplicada 
à borda do aro; mostre que o seu valor é 5 x 10º dinas. 


) Faça uma estimativa razoável do momento angular 
icleta (tamanho adulto) quando esta última anda a 30 km/h 
a velocidade em emíseg) Resp. W gemêiseg 
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3. Comprimento de onda de Compton. Suponha que um elétron de massa 
m = 1 x 10: g move-se em órbita circular de raio R = 4 x 107" cm (Este 
raio é o valor aproximado da grandeza k/2xmc ou ħ/me, que é um comprimento 
fundamental em fisica atômica, conhecido como o comprimento de onda de 
Compton.) Qual deve ser a velocidade do elétron (em cm/seg) a fim de reproduzir 
o valor observado do momento angular, que é $h = x 102” erg. seg! Aqui 
h è a (constante de Planck) h'2x. Você poderá achu conveniente aproveitar os. 
cancelamentos que ocorrem, fazendo a estimativa em têrmos simbólicos, a começar 
“do momento angular mRêo = Sh e resolvendo para a velocidade v = Ro = 
=Amk =? Resp. 1,5 x 10'° cmjseg. 


4.0 momento de inércia de um haltere. Um bastão leve de comprimento L = 
200 cm tem uma massa de 1 x 10? gem cada ponta. Ao fazer as estimativas abaixo, 
considere estas massas como puntiformes. 

a) Ache a posição do centro de massa. 

b) Qual é o valor do momento de inércia em tBrno de um eixo perpendicular 
ao bastão é que passa pelo centro de massa? 

©) Suponha que o bastão jaz no plano xy de um sistema de coordenadas car- 
tesianas, formando um ângulo de 457 com o cio x, Calcule os coeficientes de 
inércia Lu. Ly Les em tôrmo de uma origem situada no meio do bastão. 

à) Calcule Ly, Lv 1 para à mesma geometria. 


5. Momento de inércia de um bastão uniforme, Calcule o momento de inércia. 
de um bastão uniforme e fino de massa M e comprimento L- 

a) Em têrmo de um eixo perpendicular ao bastão pelo centro de massa 

b) Em tôrno de um eixo perpendicular ao bastão numa das extremidades, 


6. Momento de inércia do cilindro. Mostre que o momento de inércia de um 
cilindro circular sólido e uniforme (ou disco) de comprimento L, raio R e massa 
M é I =} MR, em têrmo do eixo longitudinal do cilindro. (Sugestão: Calcule 
primeiro o momento de inércia de uma camada cilindrica de densidade p, raio r 
é espessura Ar: integre para obter o resultado para o cilindro sólido) 


7. Cilindro rolam. Qual é a relação entr as energias cinács rotacional © 
translation de um clidro sólido que rola por um plano inclinado sem escorregar? 
Resp. 12 
E Clio rolante, Um lindo sólido rola sem escorregar descendo um plano 
inclinado de comprimento Le inclinado de Angulo 9 relativameni à horizontal 

2 Qual é a velocidade do centro de masia do cilindro ao pë do plano, 
Resp. O) S3) GL, 

B) Ache a velocidade final quando o lindo escorrega sem rolar. 


9, Convenção de soma. Nas questões seguintes, refira-se à Nota Matemática 2 
do Cap. 2 e à discussão da convenção de soma no texto do Cap. E 

a) Use o vetor unitário 8, a fim de exprimir os vetores A e B em têrmos das 
“componentes em forma compacta. 

b) Expanda a somatória dupla 5,,4,4, , mostrando explicitamente cada têrmo. 
Mostre que ela se reduz à expansão da expressão 4,4, 

©) Use os resultados das partes a) e b) e as propriedades dos vetores unitários 
para mostrar que A-B = 4,8, . O delta de Kronecker e a convenção de soma 
devem ser utilizados. 

d) Use o simbolo 5,.; € a convenção de soma para exprimir A x B em função 
das componentes de 4 e B. Resp Gabe 


10. Estabilização giroscópica Um navio de massa de 107 kg é estabilizado 
por um disco circular uniforme de massa de 5 x 10° kg e raio de 2 m, que gira 
a 15 rpa. 

2) Qual é o momento angular do estabilizador? 

A seção transversal do navio tem 20 m e podemos considerar o raio efetivo 
desta seção como tendo 10 m. O tempo de uma oscilação livre (digamos de — 20" 
a 20) é 12 seg 

b) Faça uma estimativa do momento angular do navio num tal balanço. 

6) De quanto você acha que o estabilizador reduzirá o ângulo do balanço? 


11. Rotação de uma molécula de DNA. O pêso molecular de uma molécula de 
DNA de um bacteriófago 726 1,2 x 10°. A molécula é uma hélice dupla de 1.2 x 10° 
voltas cujo raio de giração é 67 À. 
a) Qual é o momento de inércia em tôrno do eixo da hélice? 
Resp Iæ S x 105 gem? 
b} Se a energia rotacional $la em tôrno do eixo da hélice é igual à energia 
têrmica a 300%, qual é valor da frequência angular da rotação, o? 
Resp. 3 x 10º radjseg 
©) Se a hélice dupla se desenrolasse em dois fios separados com uma veloci- 
dade angular de 3 x 10 radíseg, quanto tempo levaria para que se desenrolasse? 
(Na realidade, o desenrolamento em solução processa-se mais ao acaso devido 
ao bombardeio da hélice pelas moléculas de água, de modo que aquilo que cal- 
culamos é aproximadamente o limite inferior do tempo de desenrolamento) 
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Fôrça que varia inversamente 
ao quadrado da distância 


As intensidades das fôrças eletrostática e gravitacional entre 
duas particulas puntiformes em repouso são dadas por 


F a (ta) 


com C constante, Tais fòrças são chamadas de fòrças centrais 
variáveis inversamente ao quadrado da distância. A palavra 
central significa que a fôrça é dirigida ao longo da reta que une 
as duas partículas. Se uma partícula estiver na origem e a outra 
na posição r, a fórça sôbre a segunda partícula é dada por 


FG (b) 


onde, no caso da fôrça gravitacional entre massas puntiformes 
M, © M, 


D 


€ no de fòrças eletrostáticas entre cargas puntiformes q; e q; 


tgz» 3 


desde que a carga seja expressa em unidades CGS de Gauss, 
como no Cap. 4. À fòrça gravitacional é sempre atrativa, enquanto 
que a eletrostática (Coulombiana) é atrativa quando as duas 
cargas têm sinais opostos e repulsiva quando têm o mesmo sinal. 

O expoente de r em (la) é conhecido com muita precisão a 
Partir de experiências, sendo igual a -2000...: para fòrças 
eletrostáticas êste fato está estabelecido até distâncias da ordem 
de 10º cm. Uma grande variedade de resultados experimentais 
seria altamente sensivel a pequenos desvios de unia lei exatamente 
inversa ao quadrado da distância: as experiências cruciais são 
discutidas no Vol. II, com referência especial a fórças eletrostáticas. 
No caso das fórças gravitacionais, apelamos para o apoio expe- 
rimental fornecido pela excelente concordância entre as pre- 
visões e as observações do movimento planetário no sistema 
solar. 

A lei de fòrça inversa ao quadrado da distância pode, tam- 
bém, ser expressa como uma lei de energia potencial variável 
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O potencial gravitacional atrativo é da forma - 1/7, 
igual à do potencial atrativo eletrostático. A 
função decai vagarosamente a grandes distâncias: 
a fôrça proporcional ao inverso do quadrado da 
distância é por isto uma fòrça de “longo alcance”. 
O potencial devido às fòrças atrativas nucleares 
é da forma — e-*/r e decai rápidamente a grandes 
distâncias. 


com a primeira potência da distância. Conforme vimos no Cap. 5, 
F é igual a —OU/êr; portanto, da Eq. (la) vem 


a c 
Ta w 

e 
Ue) = É + const. (ab) 


Se escolhermos U(r) nulo quando as particulas estão infinita- 
mente distanciadas, a constante de integração será nula e teremos 


um=€, o 


onde C é dado por (2) ou (3), para fòrças gravitacionais ou ele- 
trostáticas, respectivamente. Assim 


GMM; 


um=-* 


(4d) 


ou 


A lei de atração entre dois núcleons (prótons ou nêutrons) 
é conhecida a partir das experiências de espalhamento, e sabe-se 
que, a curtas distâncias (muito menores do que as dimensões 
de um átomo), ela se desvia fortemente da forma Coulombiana 
efir. Existe uma interação nuclear atrativa que origina uma 
energia potencial cuja forma aproximada é 
pes 


Unciaal?) = — DE 


(5) 


To É uma constante que tem dimensão de comprimente 2x 
x 10713 cm. A ordem de grandeza da constante D é 10-"* erguem. 
Dois prótons (por serem carregados) sofrerão, além da interação 
nuclear, também a repulsão eletrostática; mas, para r Z ro a 
primeira é dominante. Notemos que o fator exponencial em (5) 
controla o alcance da interação nuclear. À distância de 2 x 10-19 
cm, que é 10° vêzes maior que ra, a relação entre a energia po- 
tencial nuclear (5) e a eletrostática e?/r é (Dje?) exp (10°) = 
= 10749, que é um número muito pequeno. As fòrças entre 
dois elétrons são precisamente Coulombianas até as menores 
distâncias investigadas; mas, os elétrons, além de sua carga, 
possuem um momento de dipolo magnético e êstes momentos 
causam o aparecimento de fórças não centrais entre os elétrons 
e que variam com o inverso do cubo da distância que os separa. 
(Vol 1. 


Dada uma fórça que obedece a uma lei de variação inversa 
com o quadrado da distância, que caraterísticas especiais resul- 
tarão de tal lei? Quais os aspectos vitais do universo que refletem 
uma lei dêste tipo? Voltamo-nos, agora, a estas questões impor- 
tantes. Ao atacar problemas de potenciais e forças, o estudante 
achará, quase sempre, mais fácil calcular primeiro a energia po- 
tencial e depois obter a fôrça ou suas componentes derivando o 
potencial relativamente à distância de separação, como no Cap. 
5. A energia potencial é um escalar e a fòrça, um vetor; é mais 
simples calcular um escalar do que as três componentes de um 
vetor. 


FÓRÇA ENTRE UMA MASSA PUNTIFORME E UMA 
CAMADA ESFÉRICA. Uma consegiência importante da lei 
do inverso do quadrado é que a fòrça sôbre uma massa M, punti- 
forme de prova, colocada à distância r do centro de uma camada 
esférica uniforme e fina de raio R, é exatamente a mesma, em 
pontos r > R, fora da camada, como se tôda a sua massa esti- 
vesse concentrada no centro. Uma segunda consegiência é que 
em pontos r < R, dentro da camada, a fòrça sôbre a massa punti- 
forme é nula. Estas consequências são tão importantes que da- 
remos a sua dedução em todo o detalhe. Seguiremos um método 
especial de solução que aproveita ao máximo a simetria geomé- 
trica do problema. 

Consideremos primeiro um anel sôbre a camada, de largura 
angular A e portanto de largura RA9, mostrado na figura ao 
lado. Seja ø a massa por unidade de área da camada. Todos os 
pontos do anel são distantes de r, da massa de prova, M, . O 
raio do anel é R sen 6 ca sua circunferência é 2xR sen 6: portanto, 
sua área é dada por 


(2xR sen G)RAO) = 2xR? sen 0A8. © 


A massa do anel é dada pelo produto da área pela densidade o: 
Maes = (22R? sen Abja. [y] 
A energia potencial U uu da massa de prova no campo gravi- 


tacional do anel é, de (7) e da relação U = — GM,M air, que 
dá a energia potencial gravitacional entre duas massas, 


GM (2xR? sen OM) 
1 


Todos os elementos do anel são equidistantes da massa de 
prova. Pela lei dos co-senos, Eq. (2.35), aplicada ao triângulo 


Via (8 


Desenho em perspectiva de uma camada esfèric 
e uma massa puntiforme M, , mostrando com 
a camada é dividida em anéis. A camada ten 
densidade o por unidade de área. 


Desenho em corte da mesma esfera, mostrando 
um anel de área total 22R? sen 048, 


formado por R, r e rı, temos 


rè =r? + RR cos O. (9) 
R e r são constantes para o anel. pois R é o raio da camada e r 
é a distância entre o centro da camada e a massa de prova M, 
Nestas condições, a diferencial de (9) é 
2r, dr, =- XR dicos () = 2R sen 0 dó. (10) 
Esta relação útil permite-nos reescrever a (8) para obter 


GMR Aro 


an 


Note que no denominador ocorre a distância r da massa de 
prova ao centro da esfera. 

A energia potencial, U.amais, da massa de prova no campo 
gravitacional da camada esférica é dada pela soma das Ur» 
extensiva a todos os anéis que compõem a camada. Quando 
somamos, precisamos apenas somar sôbre Ar, Quando a massa 
de prova está fora da camada, o intervalo de variação de r, está 
entrer-Rer + R, de modo que 


EAr, =(r+R)(r-R)=2R. a3 


É uma sorte que o problema possa ser reduzido a uma soma tão 
simples. Usando a (12) para somar sôbre (11), temos 


GMynRo, A, GMinRio, 


T r 


(SES S a3) 


Mas, 47R? é a área da superficie da camada esférica e 4rR?g é 
a massa M, da camada. Podemos, portanto, reescrever (13) como 


(>8) aa 


Una o MM, 
r 

onde r é a distância entre a massa de prova e centro da camada 
esférica. Acabamos de demonstrar que a camada esférica age, 
em pontos externos, como se tòda sua massa M, estivesse concen- 
trada no centro. 

Quando a massa de prova está em qualquer ponto no interior 
da camada, o intervalo da soma de Ar, em U, Está compreen- 
dido entre R— re R + r, de modo que, agora 


ES, = (R + r)-(R-r) = 2. as 


madi 


Camada de raio R e mas- 
sa M, 


Fórça sôbre a massa pun- 
tiforme M, (sinal negativo 
indica atração) A fòrça é 
nula para r < R 


Usando a (15) para somar sôbre (11). obtém-se 


CPES EU aa ar, 
= Mirko = CMitnRto 


C< R} uso 
los os pontos do interior da 
camada, sendo igual a (14) calculado em r = R. 

Verificamos antes que a intensidade da fòrça F, sôbre a massa 
de prova M, , é igual a -OU/0r, porque a fórça está na direção 
radial, De (14) e (16), temos para a fòrça devida à camada 


SMM osi 
F= a “um 
k o (r<R 


Assim, não existe fòrça sôbre uma massa de prova dentro da 
camada. Esta é uma propriedade muito específica das fórças 


Esfera homogênea, sólida, 
de raio Ro e massa M. 


Energia potencial de uma 
massa puntiforme M, a 
distância r do centro de 
uma esfera sólida de raio 
Ro e massa M. 


Fôrça sôbre massa punti- 
forme M; . A fòrça é linear 
em r, para r < Ro- 


que variam com o inverso do quadrado da distância. Fora da 
camada, a fòrça varia com 1/r?, sendo r medido do centro da 
esfera. 


FÓRÇA ENTRE UMA MASSA PUNTIFORME E UMA 
ESFERA SÓLIDA. Podemos construir uma esféra sólida de 
massa M e raio Ro adicionando uma série de camadas concên- 
tricas. Usando (14). temos, para pontos r fora da esfera, o seguinte 
resultado para a energia potencial da massa de prova M, no 
campo gravitacional de uma esfera sólida: 

GMM, 


Ungan = E Uma = SEM, f: as 
Recordamos que r é a distância entre a massa de prova e o centro 


da esfera. 
A intensidade da fòrça sóbre M, é, para r > Ro, 


el a9) 


ad a À 


Este é o resultado central da nossa análise. Éle também poderia 
ter sido obtido por integração direta das componentes da fórça 
sôbre a camada, mas, a matemática é mais concisa no método 
que usamos. Por uma extensão fácil de (19), percebemos que a 
fórça entre duas esferas uniformes de massas M, e M, é igual 
à fórça entre duas massas puntiformes M, e M, , colocadas nos 
respectivos centros. Tendo substituído uma esfera por uma massa | 
puntiforme, podemos então substituir a segunda por uma massa 
puntiforme. Êste resultado propício simplifica muitos cálculos. 


AUTO-ENERGIA ELETROSTÁTICA E GRAVITACIO- 
NAL. A auto-energia de um corpo é definida como o trabalho 
necessário para construí-lo a partir de elementos infinitesimais, 
afastados inicialmente de distâncias infinitas. Consideremos a 
auto-energia gravitacional; ela terá valor negativo porque a 
fòrça gravitacional é atrativa. (Devemos realizar trabalho posi- 
tivo contra a gravidade para separar os átomos de uma estréla, 
levando cada um ao infinito) A auto-energia gravitacional é 
usualmente necessária em problemas estrelares e galáticos. A 
auto-energia eletrostática é calculada com freqüëncia para cris- 
tais, tanto isolantes como metálicos. 

A energia potencial de N átomos discretos, devida à sua 
atração gravitacional mútua, é igual à soma das energias po- 
tenciais de todos os pares de átomos: 


(20) 


Ts 

Escrevemos êste resultado de duas formas; na primeira, indi- 
camos que a soma deve ser extendida a todos os pares de átomos 
i e j, excluindo o caso i = j, que não é um par ao todo. O caso 
i = j poderia relacionar-se apenas com a auto-energia gravi- de massas M, , M3, € M, é 
tacional de um único átomo e, usualmente, desejamos deixá-lo 
de fora por acreditar que ela não varia quando o átomo é incluído 
numa estréla. A segunda forma é simplesmente uma outra ma- 
neira de indicar que desejamos contar cada par uma só vez: 
assim, contamos 43 e não 3,4. Poderíamos, igualmente bem. 
ter escrito 


en 


Aqui, contamos cada par duas vèzes, por exemplo, uma vez 
como 3,4 e outra como 4,3. O fator 4 corrige o excesso de conta- 
gem. (Êste fator tende a aparecer sempre em problemas de auto- 
energia). A “linha” sôbre a primeira somatória E é uma instrução 
codificada, ao leitor, para omitir da soma os têrmos 


Uma camada esférica sólida de espessura dr que 
rodeia um núcleo esférico sólido de raio r. Adi- 
cionando camadas sucessivas formamos uma 
esfera sólida de raio R. A área da superficie da 
camada é 4xr?: sua espessura é dr, de modo que 
seu volume é 4zridr. 


EXEMPLO. ENERGIA GRAVITACIONAL DA GALÁXIA, 
Estimemos a energia gravitacional da galáxia. Se omitirmos do 
cálculo a auto-energia gravitacional das estrêlas individuais, 
precisaremos apenas estimar o valor da expressão (21). 

Aproximamos a estrutura da Galáxia por um sistema de N 
estrêlas de massa M, cada par separado por uma distância da 
ordem de R. Então, a (21) reduz-se a 


E (22) 


=- GN 


(Existem N têrmos em È e (N hem $). Se N = 16 x 10"; 


R = 10? ome M = 2 x 10° g (como para o sol), então 
U= 47x 106 x 1002 x 10/10 
= 4x 10% ergs. 23 


EXEMPLO. ENERGIA GRAVITACIONAL DE UMA ES- 
FERA UNIFORME. Não é dificil calcular a auto-energia gra- 
vitacional de uma esfera uniforme de massa M e raio R. Conver- 
temos a somatória dupla em (21) a integrais e executamos as 
integrações múltiplas. Mas, tentemos primeiro advinhar a res- 
posta. Qual esperaríamos que ela fôsse? A resposta deve envolver 
G, M e R nas dimensões corretas. Por que não 


M? y 


zi R 


Ad (24) 
Esta resposta é, de fato, correta a menos de um fator numérico 
da ordem da unidade. 

Quando o cálculo é feito exatamente, encontramos para a 


esfera uniforme o resultado 


de modo que a nossa estimativa (24) é bastante boa. A fim de 
obter o fator 3, construimos a esfera sólida de uma maneira 
especial. Em primeiro lugar, consideremos a energia de inte- 
ração entre um caroço esférico sólido de raio r e uma camada 
esférica envolvente de espessura dr. Se p fôr a densidade, a massa 
do caroço será (47/3)°p e a da camada (4xr2)(dr)p. Assim, de 
(14), a energia potencial gravitacional da camada, devida à pre- 
sença do caroço, é 


«(Seo (sm2 or 2) 


E 1 etno? r* dr. 26) 
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A auto-energia da esfera sólida é dada pela integral de (26) 
entre r = O e r = R. A integração corresponde à adição de ca- 
madas sucessivas ao caroço até que êle atinja o raio R. O raio 
inicial do caroço é nulo. Integrando a (26) obtemos o resultado 


1 los 
a mp GR =— 


porque a massa é dada por 
M t pR?. es 


De (27), a auto-energia gravitacional do sol é com M, 
=2x 108geR, =7 x 10° cm, 


DO x 102 x 10 
o (0 x 10) 


-2 x 10% ergs. (29) 


Isto é muita energia! O sol pode completar a sua evolução como 
um denso anão branco, com raio aproximadamente 0,1 do atual. 
É óbvio que uma grande quantidade de energia gravitacional 
será libertada como resultado da contração 

A auto-energia gravitacional de uma distribuição esférica de 
carga total e e raio R é obtida por substituição de GM? por 
e? no resultado (25) 


v= 


SNE/R). (30) 


A fim de estimar a auto-energia eletrostática de um eliron, 
devemos conhecer o seu raio R. Uma vez que não dispomos de 
uma teoria fundamental do elétron, tudo que podemos fazer é 
proceder de frente para trás, estimando o raio a partir da energia. 

Existe uma relação famosa, devida a Einstein. dizendo que 
a uma massa M está sempre associada uma energia E, de acórdo 
com a equação 


E= Më, em 


onde « é a velocidade da luz. (Deduzi-la-cmos no Cap. 12): Se 
a energia do elétron fôsse inteiramente a eletrostática de uma 
distribuição uniforme de carga, teriamos 


=mê, 6D 
que determinaria o raio do elétron. Mas, não conhecemos deta- 
lhadamente a estrutura do elétron. O modélo que esboçamos 
não pode ser inteiramente satisfatório. pois o que manteria 
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junta a carga do elétron? Por que êle não se desintegra sob ação 
da repulsão Coulombiana de elementos de carga semelhantes? 
Atualmente, não dispomos de uma teoria que explique a exis- 
tência do elétron. 

Por isto, abandonemos o fator 3 em (32). Seria pretencioso 
mantê-lo, pois sugere um refinamento do conhecimento do 
elétron que não possuimos. Definimos (por convenção universal) 
o comprimento ro pela relação 
nas 28x 10 cm. (33) 


Este comprimento é denominado raio clássico do elétron. Éle 
algo a ver com o elétron, mas não sabemos precisamente 
o quê. Não obstante, é considerado como um comprimento 
fundamental. Faremos, agora, uma digressão curta sôbre o 
amor dos físicos pelos números. 


COMPRIMENTOS E CONSTANTES NUMÉRICAS FUN- 
DAMENTAIS. Numerologia não é fisica da mesma forma 
que astrologia não é astronomia. Mas números têm um papel 
importante na fisica. Quando percebemos que as constantes 
que têm algo a ver com um problema (como e, m e c têm algo a 
ver com o eletromagnetismo e o elétron) podem ser combinadas 
de modo a formar um comprimento, podemos pensar o que sig- 
nifica exatamente êste comprimento, se é que significa alguma 
coisa. Esta é uma pergunta legitima e muito estimulante. Algumas 
grandezas fundamentais têm um significado óbvio e outras não. 

Números adimensionais são especialmente interessantes. Eles 
estimulam o raciocínio. Em hidrodinâmica, ocorre um número 
adimensional chamado número de Reynolds. Quando o número 
de Reynolds é grande, observa-se que o fluxo do liquido é fregiien- 
temente turbulento; quando é pequeno, o fluxo é não turbulento 
ou laminar. Na física atômica, podemos formar um número 
adimensional importante a partir de e, h e c. Aqui, h é a constante 
de Planck; preferimos lidar com % = h/2r. A constante de Planck 
é definida pela relação E = hv para ondas luminosas; ligando 
a frequência v e a energia E de um fóton. Assim, h(e f) tem di- 
mensões de energia x tempo. Sabemos que e?/r, é uma energia, 
de modo que e? tem dimensão de energia x comprimento. 

Dividindo e? por % obtém-se uma quantidade que tem di- 
mensões de comprimento/tempo, ou velocidade. Uma veloci- 
dade evidentemente importante é c, a velocidade da luz. Dividindo 
<3/h por c, obtém-se uma quantidade adimensional denominada a. 


z 
a=" 


fe” 13704 


(34) 


Esta quantidade é chamada constante de estrutura fina. As razões 
dêste nome são históricas, relacionadas com a separação de 
linhas espectrais. Não sabemos porque e?/fic tem Este valor espe- 
cífico, nem sequer se êle é algo que poderá algum dia ser deduzido 
de uma teoria; esta constante é discutida no Vol. IV. 

Podemos obter tôda uma série de comprimentos fundamentais. 
importantes dividindo o raio clássico do elétron por potências 
de x. Um comprimento importante, frequentemente encontrado 
na fisica quântica, é o comprimento de onda de Compton, že, do 
elétron*: 


a l ET EEE S: S) 


Às vêzes, o comprimento de onda de Compton de um elétron 
é definido como 2c = 2xZc 

Um outro comprimento importante é o raio de Bohr do estado 
fundamental do átomo de hidrogênio: 


Qt MAM os x10%m (9) 


Êste é, essencialmente, o raio do átomo de hidrogênio. Se ag 
estiver relacionado com a separação entre o próton e o elétron 
no átomo de hidrogênio, e se o elétron estiver ligado ao próton 
por uma interação eletrostática, poderemos supor que a energia 
de ligação (energia de ionização) deve ser da ordem de 27 ev. 
A energia de ligação verdadeira é encontrada experimentalmente 
e por cálculo detalhado, e vale e2/2 ag 

Quanto maior fôr a sua experiência em física, ou astronomia 
ou engenharia ou química, tanto mais você apreciará a impor- 
tância das constantes físicas. Consideremos um outro exemplo. 
É natural examinar o comprimento definido igualando a Mc? 
à auto-energia gravitacional de um corpo: 


GM? 3. 

Ro Me: 
GM en 

RS 


Podemos denominar Rọ de comprimento gratitacional. Será êle 
relevante a algo? 

Na tabela de valóres nas capas internas você encontrará 
10% dado como uma estimativa do número de núcleons (prótons 
ou nêutrons) do universo. A massa de um núcicon é cèrca de 


* O simbolo Àé a letra grega lambda; o símbolo z lido como “Jambsda-cortado”, 
é definido como 2/2. 
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107% g, de modo que a do universo é cèrca de 105º g Assim, 
de (37), vem 5 


1077010) 
Ro = = 102 em, (8 


o que concorda com o valor do raio do universo dado na tabela, 
Esta concordância poderia significar apenas que quem quer 
que tivesse feito a estimativa original da massa do universo 
usou esta relação dimensional para fazê-la (o raio pode ser esti- 
mado independentemente). Entretanto, existem manciras de 
estimar por observação os limites superior e inferior da massa 
do universo. Acreditamos que 10% g seja próximo da ordem 
de grandeza correta. (A teoria da relatividade geral sugere que 
a relação pela qual definimos Rọ encerra um significado funda- 
mental. Resulta que um sinal luminoso (fóton) não pode escapar 
da superficie de uma massa cujo raio seja menor que Rg. Assim, 
um objeto de raio R < Ro não pode ser luminoso e seria invi- 
sive). 
Tomando M como a massa do sol, vem 


(7 x 107®)(2 x 10% s 
Rat me = 10º em, (09 


que é muito menor do que o raio R = 7 x 101º cm do sol R, 
sómente poderá afetar um problema quando fôr grande e não 
quando fôr pequeno (êle seria nulo se G = 0): uma vez que R > Rg. 
êle não pode ter muito a ver com o sol, pelo menos não no seu 
atual estado. Mais tarde, quando o sol se tenha quase que intei- 
ramente queimado e contraído. Rọ pode tornar-se importante, 
Uma estrêla anã branca pode ter massa igual à do sol e raio igual 
ao da terra (6 x 10 cm). Mas, vemos de (39), que mesmo num 
anão branco o comprimento gravitacional é muito pequeno em 
comparação com o raio. Recentemente, entretanto, houve alguma 
especulação entre os astrônomos que possam existir estrélas (es- 
trélas de nêutrons), de dimensões comparáveis ao seu compri- 
mento gravitacional. 

Podemos formar outras quantidades fundamentais com di- 
mensões de tempo (ou fregiência), massa, velocidade, etc. Ao 
resolver problemas num determinado campo du ciência, é uma 
abordagem excelente formar e calcular as quantidades funda- 
mentais que poderiam ser possivelmente relevantes. Elas podem 
ser sinais de aviso úteis contra a negligência por efeitos que 
podem não ser importantes num regime, mas, dominantes num 
outro. Projetistas de pontes e aviões têm presenciado efeitos 
catastróficos devidos a subestimação de efeitos cuja ordem de 
grandeza poderia ter sido obtida por um cálculo feito no verso 
de um envelope. 
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FÓRÇAS INVERSAS AO QUADRADO 
DA DISTÂNCIA E EQUILÍBRIO ESTÁTI 
CO. No Val. II mostramos que é impossivel a 
existência de equilíbrio estático entre um grupo 
de massas (ou cargas) puntiformes, que intera- 
gem por fòrças variáveis com o inverso do qua- 
drado da distância. Estático significa que tôdas 
as massas estão em repouso. O resultado é tor- 
nado plausível pelas figuras ao lado, que mos- 
tram as linhas equipotenciais da função poten- 
cial devida a duas e a quatro massas positivas. 
iguais em posições fixas. Uma massa de prova. 
colocada no centro do diagrama, correria na 
direção de uma ou outra das massas. 


ÓRBITAS 
Consideraremos, agora, o problema de Ke- 
pler: o de encontrar as órbitas de duas par- 
tículas que interagem com fōrças inversas à 
distância que as separa. O exemplo clássico é o 
sistema solar; o movimento de satélites em tôr- 
no de um planêta e o de estrêlas duplas. um 
em tôrno do outro, também são exemplos im- 
portantes. A equação de movimento F = Ma, 
para a iésima partícula de um sistema de N 
partículas é 
dr; EM 
MTE = GMR, (40) 
“linha” sôbre E indica que devemos omitir da 


an 
éo vetor da partícula jà i. Os térmos do lado di- 
reito da (40) são as fôrças gravitacionais exerci- 
das sôbre a particula i pelas demais (N - 1). A 
equação está escrita na forma vetorial e, por- 
tanto, representa três equações separadas para 
as componentes de r,. Para N partículas deve- 
mos resolver 3N equações simultâneas, sujeitas. 
a 6N condições iniciais sôbre as 3N coordena- 
das as 3N velocidades tomadas em conjunto. 
Isto não parece muito fácil. 

Quando o número de particulas não é gran- 
de, é fácil resolver as equações por métodos nu- 
méricos, com um calculador de mesa ou com- 
putador eletrônico. Métodos numéricos são 
usados sempre que estão presentes mais de duas 
partículas. Quando as partículas são esferas 
uniformes, a solução do problema de dois 


Mapa de contôrno das superficies equipotenciais 
entre quatro massas iguais. 


Mapa de contórno das superficies equipotenciais 
entre duas massas iguais. 


ic 


M; c M; interageni através de uma fòrça central 
Colinear com o vetor ri r, e £ são os vetores 
posição de M, e M, em relação a um sistema de 
referência inercial com origem em O. Na ausência 
de fórças externas, È „ = const. 


corpos pode ser dada de forma analítica; desenvolveremos a so- 
lução analítica geral dêste problema.-Soluções analíticas exatas, 
que são muito raras na fisica, são elegantes mas podem não ter um 
valor intrinseco maior do que as numéricas. Não se deve subestimar 
a facilidade e o poder dos métodos computacionais numéricos. 
No Tópico Avançado 2, no fim dêste capítulo, mostramos o 
exemplo de um cálculo numérico. 


O PROBLEMA DE DOIS CORPOS E MASSA REDUZIDA, 
Os problemas de dois corpos com fòrças centrais sempre podem 
ser reduzidos à forma de problemas de um corpo. Isto traz uma 
grande simplificação; embora a obtenção da solução para a 
órbita ainda envolva um número substancial de passos, o racio- 
cinio não é dificil. As equações de movimento (num único refe- 
rencial inercial) de duas esferas uniformes que se atracm por 
meio de fòrça gravitacional são 

p 
me GMMs; DSR CM MG 
ende r = f, - r3. A soma das duas equações (42) é 
ME + ME =0 (43) 
Isto é simplesmente um enunciado da conservação do momento 
lincar do sistema total, pois, integrando em relação ao tempo, 
temos 
May + Mot, = const. (44) 
O lado direito é o momento linear total. 
A posição do centro de massa dos dois corpos é dada por 


= My + My, 
Ra = M, +M, ea 
Derivando ambos os lados da (45) em relação ao tempo, obtém-se 
ii + Mata, “a 


Re MEMO 
pela (44) vemos que R., = const Assim, o centro de massa 
move-se com velocidade constante. Podemos sempre tomar 
esta velocidade como nula escolhendo apropriadamente o sis- 
tema de referência. 

Reescrevamos, agora, as equações de movimento (42) como 
Er, 1 GM,Ma;, dr 1 GMM; yy 
E CM r w F~ 

Subtraindo as equações (47) uma da outra, obtém-se 
e de= (at, +) els, (48) 
de z 


Esta equação envolve apenas o vetor único r = r — r3 . Podemos 
simplificar a aparência da (48) introduzindo a massa reduzida 


E e | 
wM, so 
Agora (48) assume a forma 
Pas GM,M, (50) 


Este é um problema de um corpo: precisamos apenas encontrar 
o movimento do vetor único r em função do tempo. O problema 
original de dois corpos, na Eq. (42), envolvia tanto r, como rą- 

Usamos (49) e (50) da seguinte maneira: Lembre-se que r 
é o vetor que une M, a M,. Pela Eq. (50), podemos encontrar 
o movimento de M, , em relação a M4, exatamente como se M; 
estivesse fixa na origem do sistema inercial, com a ressalva de 
usar jı em lugar de M, , como a massa. Reduzimos, assim, o pro- 
blema de dois corpos ao problema de um corpo que envolve o 
movimento de um corpo de massa u. Mas, note que a fòrça em 
(50) não é -GuM jr. A fim de encontrar a órbita no problema 
de dois corpos precisamos apenas resolver êste problema de um 
corpo. À redução do problema de dois corpos ao de um corpo 
pode ser feita, do mesmo modo, para qualquer fòrça central; 
a massa reduzida aparecerá sempre. 

A massa reduzida deve sempre ter um valor menor que M, 
ou Mz. Para M, = M, = M, 


U 
mo 69 
Se M, < M; temos, de (49), 


MM, _ 1 

“= MM; MM) 
Expandimos a fração pelo teorema binomial, retendo apenas os 
têrmos de ordem mais baixa em M,/M, . Se M, fôr m (a massa 
do elétron) e M, fôr M, (a massa do próton) a massa reduzida é 


us m( se) 663) 


A menor das duas massas tende a dominar o valor da massa 
reduzida. O desvio de q de m é ficilmente detetável no espétro 
do hidrogénio atômico. 

O positrônio é um átomo semelhante ao hidrogênio, formado 
por um pósitron e um elétron, sem próton. Pósitron é uma par- 


Niveis de energia do átomo de hidrogênio e do 
positrônio. A massa reduzida do hidrogênio é 


tuo e 
A massa reduzida do positrônio êu = m,/2; isto 
causa a diferença de fator 2 nas energias 


n 


ticula cuja massa é igual à do elétron, mas que tem carga e positiva. 
O resultado (51) sugere, corretamente, que pode existir seme- 
lhança entre os espétros do hidrogênio atômico e do positrónio, 
desde que levemos em conta o fato de que a massa reduzida do 
positrônio é cérea da metade da do hidrogênio atômico. A inte- 
ração coulombiana entre um elétron e um pósitron tem a mesma 
forma que a entre um elétron e um próton. 


EXEMPLO. VIBRAÇÃO DE UMA MOLÉCULA DIA- 
TÔMICA. Dois átomos ligados numa molécula estável terão 
uma energia potencial que é uma função quadrática da diferença 
E- To entre a sua separação r e a separação de equilibrio rg: 

UO = Clr- ro)? (53) 
desde que (r — raro < 1. A fòrça é dirigida ao longo da linha 
que une os átomos, sendo dada (quando a molécula não gira), por 


(53b) 


Isto descreve um oscilador harmônico de constante elástica C. 
As massas dos átomos são M, e M,. Qual é à fregliência da 
vibração? 

Numa vibração livre, ambos os átomos estarão em movi- 
mento enquanto que o centro de massa permanece em repouso. 
A equação de movimento é dada, naturalmente, pela (50) com a 
(53b) substituida em lugar da fòrça gravitacional 

dr 
ra 


ce ra (83) 


Se a molécula não estiver girando, a direção de r será fixa e por- 
tanto 
dr Pr; 


S at (534) 
(A derivada de r não é tão simples quando a sua direção está va- 
riando compare com (58) abaixo). Por meio da (53d) podemos 
reescrever (53c) como 


cr roh (53) 
que é a equação de movimento de um oscilador harmônico 
simples de frequência angular 


= (5) ii (539 


Sabe-se, de medidas espetroscópicas, que as fregiiências 
fundamentais de vibração das moléculas de HF e HCI são 
(HF) = 7,55 x 10!4 rad/seg: 
OHC) = 547 x 10'* radseg. 


Utilizemos êstes dados para comparar as constantes elásticas 
Cur € Caci- A massa reduzida de HF é, em unidades de massa 
atómica, 


(Usamos a massa atômica do isótopo mais abundante do cloro, 
o CI), Note que os valôres das massas reduzidas são muito 
próximos entre si. Isto se dá porque o hidrogénio, sendo o mais 
leve, é o que oscila mais. 

De (53 resulta a seguinte razão entre as constantes elásticas- 


er nn 
geo Creer a o = 186 (539) 


enquanto que para uma das constantes temos 
Cup = (54 x 1025(1,66 x 10-28) = 9,0 x 105 dinaem; (53h) 


onde inserimos o fator que converte a massa de unidades de massa 
atômica a gramas. 

Será razoável êste valor de C? Suponha que estiquemos a 
molécula (cujo comprimento é cérca de 1Å ou 1 x 1075 cm) 
de 0,5 Å. O trabalho necessário para fazê-lo seria, provivelmente, 
quase suficiente para romper a molécula em átomos separados 
de H e F. Pela (53a), a trabalho para esticar de 0,5 À deveria ser 
da ordem de 


Cr - ro = HO x 1005 x 1075P x 1 x 107™ erg, 
ou (1 x 10H16 x 10-12) = 6 ev. Isto não deixa de ser 
razoável para a energia de decomposição em átomos separados. 
Ao fazer esta estimativa, usamos a Eq. (53e) além da região de 
sua validez. A energia potencial intramolecular verdadeira terá 
mais a forma mostrada na figura ao lado. 


O PROBLEMA DE UM CORPO. O problema de dois 
corpos para duas esferas ou partículas puntiformes foi reduzido 
à solução do problema de um corpo definido por: 


GM, 

VE a MM; 9 
O vetor r une as duas particulas originais. © movimento do 
centro de massa das duas particulas não envolve a fôrça entre 
elas, sendo determinado por fòrças externas que possam estar 
presentes. Concentremo-nos no movimento relativo das duas 
partículas, conforme determinado pela (54). Este é o problema 
mais importante da mecânica clássica; sua solução usa tudo 
que já conhecemos e mais alguns truques. 
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Gráfico da energia potencial em função da dis- 
tância entre dois átomos que se combinam para 
formar uma molécula A posição de equilibrio 
está em ro. 


No sistema inercial no qual o centro de massa 
está em repouso, p, = ps. O momento angular 
“de M, em tórno do centro de massa mais o mo- 
mento angular de M, em tômo do centro de 
massa é uma constante, igual ao momento angular 
total J. 


O movimento sob ação da fòrça central está 
confinado a um plano, pois J é constante. 


Coordenadas polares planas adequadas para a 
descrição de movimento sob ação de fòrça cen- 
tral da massa reduzida 4, no ponto P, em tômo. 
de um centro de fòrça fixo em 
unitários. 


Resolução da velocidade v da particula em com- 
ponente radial e angular. A energia cinética é 
K = hur = que sr, 

A energia total é 
Ls, se. 
E=K+U= qui tota U 


Sabemos, do Cap. 6, que o momento angular de uma particula 
que se move em tôrno de um centro de fôrça fixo é conservado. 
Assim, o momento angular 


J=rx pt (55) 


no nosso problema efetivo de uma partícula deve ser conservado; 
sendo constante em módulo, direção e sentido. Isto leva a sim- 
plificações importantes na solução da (54). É fácil demonstrar 
que, em (55), J é idêntico à expressão usual J =r; x M,t, + 
+ Fa x Matz, onde r, e r, são referidos ao centro de massa 
R.m. tomado como origem. Escreva, simplesmente (55) como 
MM, 

M, +M, 


(tı =r) x (ti-ta), (55a) 


€ substitua as relações que resultam de (46) com R, „, = 0: a saber, 
ti =-(M,/M ht; € fa = (MM - 

Percebe-se, de (55), que o movimento deve ser plano, uma 
vez que r x t deve ter direção constante se a direção de J deve 
ser constante. Bastam duas coordenadas para especificar a posição 
de uma particula num plano; escolhemos F e 9. Aqui f é o vetor 
unitário, de origem fixa, que aponta para a particula; q é um 
vetor unitário no plano sempre perpendicular a f. (Veja a figura 
ao lado) A velocidade é £ e terá uma componente na direção 
de f e uma na de q 


(56) 
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A fòrça efetiva, do lado direito da Eq- 1, pode 
ser deduzida - QU. piêr do potencial efetivo 
P 
Velo) = Ut) + 
O potencial efetivo é útil ao raciocinar sôbre 
efeitos (ou movimento de uma particula) da 
conservação do momento angular. Êle nos mostra 
“que, quando o momento angular é conservado, 
existe uma repulsão efetiva a pequena distâncias. 


onde & = w. Com êste resultado, o momento angular pode ser 
escrito como 


J= rx pli? + rap) = uo, (sm 
onde Z é o vetor unitário E x 9, normal ao plano do movimento. 
Usamos o fato de que r x f = 0. 

Consideremos agora a equação para o escalar É Recorde 
do Cap. 3, que um sistema de coordenadas girante origina uma 
fòrça centrifuga j?r, dirigida radialmente para fora. A equação 
do movimento no sistema de coordenadas girante é 


ué = fòrça gravitacional + fórça centrifuga, (58) 


ou 
ni = MM 4 ug (59) 


Nesta equação, tanto r como «» pode variar com o tempo. 
Use, agora, (57) para exprimir o em função de J: 


160) 


Us tem um mínimo em ro. Neste ponto Us, = 
='va 


A energia total não pode ser menor do que o 
minimo de Uy. Quando tem exatamente êste 
valor, pł?/2 = Oer = ra. Temos um movimento 


p- MM, P 
a (61) 


onde apenas r depende do tempo, pois o momento angular é 
constante. A solução da (61) tem importância clássica na his- 
tória da mecânica celeste. Ela rege o movimento dos planêtas, 
das estrêlas duplas e dos satélites 

É conveniente resolver a (61) para r como uma função rip) 
do ângulo q. Temos 


Es (62) 
usando (57); derivando-a mi 
dr dr (s 
dE do ur 

É dr 
do w (63) 
onde usamos novamente a (57) bem como a (62). 
Consideremos a função 
1 
"o= a (64) 


a respeito da qual se descobriu (após cem anos de experiência) 
que conduz a uma equação diferencial mais simples que para 
r. Derivemos (64) para formar 


E 
g-is HE a 

Comparando (64) com (63) vemos que 
> (66) 


de modo que a equação de movimento (61) pode ser escrita como 


o is rP 
aviao -W GMM, + Wit (67) 
ou 
P GM,M, 
pi + w = Mia (68) 


Note que o lado direito é constante, de modo que temos uma 
equação muito simples. 


Propriedades da elipse: Para qualquer ponto P Órbitas de partículas com a mesma massa redu- 


a distância F,P + F,P = const. = 2a. A equação zida u e momento angular J, mas energias E 
da elipse é diferentes, em tômo de um centro de fórça fixo 
O. Tódas as órbitas se cruzam em Pe P’. 
TTU- e cosg) Órbita Excentricidade 
O semi-eixo menor é dado por Circulo e=0 co 
TE Elipse e=18) 
e fes Parábola e=1E=0 
A área da elipse é zab. Hipérbole  e-1E>0 


O lado esquerdo de (68) lembra a equação de movimento do 
oscilador harmônico. Percebemos que, para qualquer constante 
A, a função w = A cos q é uma solução de 


Grtw-o (69) 


Se adicionarmos a w a constante uGM,M;/J?, teremos 


w= A cos q + MGM Ma (0) 
que é uma solução de (68). Experimente-a Lembre que w = 1/r. 
A Eq. (70) é exatamente o que se chama de forma polar da 
equação de uma seção cônica (elipse, circulo, parábola ou hi- 
pérbole). Você poderá lembrar-se, do seu texto favorito de geome- 
tria analítica, que a equação de uma seção cônica geral (seção 
de um cone por um plano) pode ser escrita como 
LaLa + e coso) m 
A constante e é conhecida como excentricidade. A constante s 
determina a escala da figura. Os quatro tipos de curvas pos- 
síveis descritas por (71) são 


Hipérbole e>1 
Parábola e=1 
Elipse 0<e<1 


Circulo e=0. 


Uma maneira crua, mas eficiente, de verificar que esta equação 
de fato pode resultar numa curva que pelo menos se pareça 
com uma elipse é calcular r para uma série de valôres de q. Os 
resultados podem ser convenientemente colocados num papel 
de gráfico polar, ficilmente disponível. Num tal papel, estão 
desenhadas as linhas de raio constante e ângulo constante. Tabe- 
lamos abaixo os resultados do nosso cálculo grosseiro da Eq. (71) 


so r 

o 100 100 

> o9 ass 

w om os 

o oso 067 

so our ass 

so 000 aso 

100- -0.17 046 

o -080 04o 

w om 036 

160 -094 ou 

o -10 033 
para o caso s = 1 ee = $; você deve colocar èstes valóres de 


r vs. ọ num papel de gráfico polar e confirmar que a curva se 
parece com uma elipse. Faça cálculos semelhantes para s = 1, 
e = 2; esta curva é uma hipérbole. 

Comparando (70) com (71) encontramos 


Toen. Lai ad 


Desejamos, agora, exprimir e (ou s) em função da energia total 
do sistema. (A energia é uma outra constante de movimento). 
Para fazê-lo mais fàcilmente, notemos que a energia assume uma 
forma particularmente simples à distância mínima e máxima 
entre a partícula e a origem, onde o vetor velocidade é perpen- 
dicular a r. A energia cinética tem uma forma simples nestes 


pontos (porque + = O nestes pontos): 
tfi 
(5) o3 


aqui usamos (56) e (57). (Em todos os outros pontos da órbita, 
a energia cinética contém contribuições de 5). De (73), temos, 


Juro 
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Para 0 > E > Ur), o movimento ocorre entre 
os pontos de “retórmo” r, e rs. A órbita é uma 
elipse com um foco em rọ. Quando E — O e 
ra — co a excentricidade 


-2-5 


RES 
como para a parábola. 


cs 


roai 09 
Substituindo (75) em (74) e usando (72), após alguma álgebra, 
encontramos o resultado 


e=(1+ soma) z 


Note, de (75), que 


MMi A (6) 


Tmax — Tmin 
eras o 


Esta é uma outra relação útil para a excentricidade da elipse 
que convém lembrar. 


Para E = 0, r, = © e e = 1 A órbita é uma 
parábola. 


Para E > 0,e> 1 e a órbita é hiperbólica. A dis- 
tância r, é chamada distância de maior apro- 
ximação. 


Trajetórias que passam por um ponto comum 
P, perpendicularmente ao segmento OP, sendo O 
o centro de fòrças. Chamamos v a velocidade 
na órbita circular, o parâmetro z é definido por 


va) = amo. 
Mostra-se na Eq. (83) que 
Ela) =(2-20E,. 


EXEMPLO. ÓRBITA CIRCULAR. Qual é a conexão entre 
a energia total e o momento angular numa órbita circular? 

Para órbita circular temos e = 0, de modo que de (76) temos 

2M MM, 
gos pat a9 
A energia total, referida a H®) = O, é negativa pois o sistema 
está ligado. 

Descobrimos que alguns estudantes estão inclinados a pensar 
que tódas as órbitas fechadas deveriam ser circulares. Estude a 
figura ao lado a fim de adquirir alguma intuição a respeito das 
órbitas; observamos nela uma família de trajetórias duma par- 
tícula atraída, por fòrça inversa ao quadrado da distância de 
separação, a uma origem O, assinalada pela cruz. A família foi 
escolhida de modo que tôdas as trajetórias passem por um ponto 
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comum P, onde se requer que a velocidade seja perpendicular 
à reta OP. As diferentes órbitas são caraterizadas por valóres 
diferentes da velocidade em P. A velocidade geral vp pode ser 
escrita convenientemente como 


FER; 09 


onde ty é a velocidade na órbita circular centrada em O e que 
passa por P. Para z = 1, a órbita é circular; para z < /2 ela 
é elítica; para a = ./2, é parabólica; e, para « > /2,a órbita 
é uma hipérbole, (Êstes resultados são melhor esclarecidos pela 
Eq. (83) abaixo). 

Podemos verificar, pelo cálculo da energia, que a transição 
entre trajetórias abertas e fechadas ocorre para z = 2 A 
energia total no ponto P, pode ser escrita como 


ERR AO E 3 

E quer ro TPT fo ro 
= Lia- Iuvo? + duo - È = Eo + deu, (80) 
n o + qui = Eo ty : 


onde Eo e to referem-se à energia e velocidade da órbita circular; 
B é constante igual a GM ,M;; ro é à distância entre O e P. Para 
a órbita circular temos 


2 
m AR (81) 
To 


onde o têrmo à esquerda é a massa multiplicada pela aceleração 
centripeta, e o da direita é a fòrça gravitacional. Usando éste 
resultado podemos escrever a energia na órbita circular como 


1 
e) 


e a (80) pode ser escrita como 

E=Eo?-DE,=(-2)E,=(2-DEo). (83) 
Quando 3? > 2, a energia total é positiva e a órbita é aberta; 
para a? < 2, a energia total é negativa e a órbita é fechada: a par- 
tícula não pode escapar para distância infinita. 
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LEIS DE KEPLER. A verificação, feita por Kepler de que 
as órbitas dos planētas são elipses em tôrno do sol foi uma das 
descobertas experimentais mais importantes na história da 
humanidade. Em conjunto com a sua formulação empirica das 
leis do movimento planetário, forneceu as evidências experi- 
mentais originais para as leis de Newton da mecânica e para a 
teoria de gravitação universal. Kepler enunciou as três leis essen- 
cialmente da seguinte maneira: 


1. Todos os planêtas movem-se em órbita elitica com o sol 
num dos focos. 

II. Uma reta unindo o sol a um planēta varre áreas iguais 
em tempos iguais. 

IIL. Os quadrados dos períodos de rotação dos vários pla- 
nétas em tôrno do sol são proporcionais aos cubos dos semi- 
eixos maiores das elipses. (ste enunciado é mais geral do que a 
formulação original de Kepler). Em tóda nossa discussão despre- 
zamos os efeitos dos demais planêtas sôbre o que estivesse sob 
consideração. 


Acabamos de demonstrar acima que as órbitas fechadas são 
clíticas. A segunda lei de Kepler foi demonstrada no Cap. 6, 
Eq. (65), onde foi mostrado que ela é simplesmente um enunciado 
da conservação do momento angular. 

Deduziremos, agora, a terceira lei de Kepler. Se dS fôr a área 
varrida no tempo dt pelo raio vetor do sol ao planêta, provamos 
que 

a w 


onde J é o momento angular e y a massa reduzida. Integrando 
a (84) sôbre um período de movimento, T, temos 


SED) q qa its de, 


Ey dei; os 
Aqui, S = xab é a área de uma elipse com a como semi-eixo 
maior e b como o menor. 

Uma propriedade óbvia de uma elipse é 2a = Fme + Funi 
usando a (75) temos 


(86) 
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Pela (72) isto se torna 


F (87) 


Elevando (85) ao quadrado e usando (87) para J? temos 
Qrabu?  arab) 
aGM Mdl- GMMAI- e) 

Mas, uma das propriedades da excentricidade e é que 
P = l-e’), (89) 


S (88) 


portanto a (88) reduz-se a 


E] 
Pam Mo. sm 


Você deveria verificar (90) para uma órbita circular; isto pode 
ser feito ficilmente porque na órbita circular o equilíbrio de 
fórças nos fornece po?r = GM,Majr?, de modo que w? é 
constante. 

A tabela dá os detalhes das órbitas dos planêtas mais impor- 
tantes. Note que a órbita da terra é quase circular. Uma unidade 
astronômica de comprimento (U.A.) é definida como a metade 
da soma da máxima e mínima distância da terra ao sol. 


LUA. = 1,495 x 10° em. 


Esta unidade não deve ser confundida com o parsec, que é à 
distância à qual 1 U.A. subentende um ângulo de um segundo 


1 parsec = 3084 x 10! cm. 


Sembeixo Periodo Excemri- Massa 
maior U.A. seg cidade a 
Mercúrio oss? T6x10º 020s 328 x 102% 
Venus om3 194x10 0006 ams 10 
Terra 1000  ši6x10 0916 598 x 107º 
Mare LS s94x10 0083 637 x 10° 
Jüpiter sm 3x1 008 190 x 103º 
Saturno 9554 930x 10º 0055 567 x 10% 
Urano 28 266x10 0046 880 x 102º 
Netuno W9 520x10 0008 103 x 103º 
Plutão DO 782x10 0246 54 x 107 
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A partir da inclinação desta reta podemos per- 
ceber fâcilmente que o periodo T'varia como a*?, 


A distância entre o sol e a estréla mais próxima é de 1,31 parsecs. 
A inclinação dada na tabela é o ângulo entre o plano da órbita 
do planēta e o plano da órbita da terra (a eclítica). 

Testemos a terceira lei de Kepler para a órbita do Urano, 
comparada com a da terra. O cubo da relação entre os compri- 
mento dos semi-cixos maiores é 


01 


O quadrado da relação entre os períodos é 
(842º = 709 x 102, (92) 


que concorda bastante bem com a (91). Uma régua de cálculo 
de 25 centimetros foi usada neste cálculo: o estudante deve fazer 
o mesmo cálculo para a órbita do mercúrio comparada com a 
terrestre. 

No gráfico ao lado, usamos o papel log-log para colocar os 
dados relativos aos planētas; neste papel, uma lei exponencial 
aparecerá como uma reta, cuja inclinação dará o expoente da 
Tei, (prove isto). 

Newton testou, também, a terceira lei de Kepler para os 
períodos de rotação observados das quatro maiores luas de 
Júpiter, obtendo ótima concordância. 


LEITURAS COMPLEMENTARES 


PSSC, caps. 4 (parágrafo 34 22 (parágrafo 48) 25 (parágrafo 5) 26 (parágrafo 2) 
© 28 (parágrafo 1-2). 

P. van de Kamp Elements of Astromechanics (W. H. Freeman, San Francisco. 1968). 
Brochura: tópicos elementares selecionados da mecànica celeste. 

O. Struve, B. Lynds e H. Pillans, Elementary Astronomy (Oxford University Press, 
New York, 1959) Ënfase sôbre as idéias principais da fisica, relativas ao uni- 
verso; excelente. 

T. S. Kuhn. The Copernican Revolution (Vintage, brochura, Division of Random 
House, New York, 1962). 

“American Association of Physics Teachers Selected Reprints — Kinematics and 
Dynamics of Satelite Orbits (American Institute of Physics, New York. 19631 


PROBLEMAS 


1. Massa reduzida. A freqUência fundamental de vibração de uma molécula 
distômica pode ser eserita 


onde € é a constante elástica análoga à de uma mola macroscópica e p é a massa 
reduzida dos dois átomos. A freqlência de vibração de uma moléculs de monó- 
aido de carbono CO é « = 06 x 10" seg”! 
a) Calcule j em gramas a partir das massas atômicas. Resp 1 x 10° g 
b) Calcule a constante elástica C para esticamento desta molécula. 
Resp. 4 x 10º dimaiem. 


2. Atração gravitacional de uma linha infinita. Mostre que 2GpM,/R é a fòrça 
gravitacional sôbre uma massa M; colocada à distância R de uma linha infinita 
de densidade de massa p por unidade de comprimento. (Tome cuidado quanto 
à direção da fòrça causada por um segmento da linha) 


3, Atração gratitacional de uma linha finita. Você está num ponto x do bissetor 
perpendicular de uma linha finita de comprimento 2L. A massa da linha é M e 
a origem das coordenadas está sôbre ela. 

a) Ache uma expressão para a energia potencial, referida a U = Oem x 

Resp. AGMm/L) In IL + (xë + Lẹ} 

b) Ache uma expressão da fórça gravitacional exercida pela linha sôbre um 
ponto de massa m em x. Qual É a direção desta fðrça? 

€) Mostre que o seu resultado da parte a) reduz-se a U = - GMm/x quan- 
do x> L 

Considere um arame fino de comprimento 2 m e densidade linear de 2 gem. 

d) Qual é o valor (em dinas) da fòrça gravitacional exercida pelo arame sôbre 
uma massa puntiforme M = 0,5 g, colocada sôbre o eixo maior do arame, à dis- 


tância de 3 m do seu centro. Resp 17 x 107" dinas. 
é) Qual é a energia potencial (em ergs) da massa puntiforme no campo de 
fòrças do arame, na posição dada na parte aj Resp -46 x 107 erg. 
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A órbita visual de Sirius. A curva em negrito 
em (a) mostra o movimento sinusoidal da estrêla 
primária, a curva fina representa o movimento 
sinusoidal da sua companheira anã branca, a 
curva tracejada é a trajetória do centro de gra- 
vidade do sistema; (b) mostra as órbitas apa- 
rentes das duas componentes em tòrno do seu 
_ centro de gravidade; e (c) é a órbita aparente da 
“companheira em tôrmo da primária. (Segundo 
Struve, Lynds é Pillans). 


4. Fôrça que raria inversamente å potência 2,1 da distância. Ache a energia 
potencial de uma massa de prova M, colocada dentro de uma camada esfèrica 
de raio R à distância r do centro. A massa da camada é 4nrR?. Admite-se que a 
lei de förça entre duas massas pomtiformes M, e M seja 


MM 
Pea; 


com G constante. Uma tal fôrça não é conhecida na fisica, mas repare na sensi- 
bilidade do resultado a um desvio do expoente de r do valor 200. 


S. Energia potencial gracitacional de wm conjunto de estrélas. Ache a energia 
potencial gravitacional mútua (em ergs) de um sistema de oito estrêlas de massas 
iguais à do sol, colocadas nos vértices de um cubo de 1 parsec de lado. (Omita à 
auto-energia de cada esta) Resp. 2x 10% cmijseg?. 


6 Aceleração graritacional na superficie de uma estréla anà branca. Considere 
uma estrêia anã branca de massa igual à do sol e raio de 002 do solar. Êstes dados 
aplicam-se aproximadamente ao anão branco melhor conhecido, Sirius R, que é 
o companheiro da estréia mais brilhante da esfera celeste, Sirius Acredita-se que 
os anões brancos sejam os produtos finais de uma fase da evolução estrelar. 

ay Qual è o valor da aceleração da gravidade, g. na superficie de Sirius B? 

b) Qual é a densidade de Sirius B? Resp 2» 10º giem 


7. Movimento orbital de erias binárias. A etrél de maior massa atualmente 
conhecida é a Estréla de J. S. Plaskett, É uma estréia dupla. ou binária? isto é 
consiste de das estas ligadas ee si pela gravidade. Sabe-se de estudos es 
pesroscóicos que 

1 O periodo de rotação em lômo do seu centro É 144 dias (12 x 10° sem 

A velocidade de cada componente é éra de 220 kmíce. Do fato que am- 
‘bas as componentes têm velocidades iguais mas opostas, podemos inferir que ão 
quase equidistanes do centro de massa e, portanto, que suas massas são que 
e ig 

“A debito é quase circular. 

Destes dado, calcule a massa reduzida e a separação das componentes 

Rep. p= 06 x 10° g: separação = 08 x 10° cm 


8. Morimento mama galáxia. Considere uma distribuição esférica uniforme de 
estrêlas numa galáxia de massa total M e raio Rọ. Uma estréia de massa M, 
à distância r < Rọ do centro, mover-se-å sob ação de uma fòrça central cuja in- 
tensidade depende da massa contida na esfera de raio r. 

a) Qual é a fòrça em? 


* Existe uma boa discussão das estrêlas binárias em Elementary Astronomy 
de O. Struve, B. Lynds e H. Pillans, cap. 29 (Oxford University Press, New York. 
1959). Pelo menos a metade das cincoenta estrêlas mais próximas ao sol são bi- 
nárias ou múltiplas. 


b) Qual é a velocidade tangencial da estrëla numa órbita circular em tômo 
do centro? 


9. Relações em órbitas eliticas. a) Mostre que o momento angular de um pla- 
néta numa órbita elitica que passa pelo ponto P, conforme definido acima pela 
Eq. (79) é dado por J = 244, onde Jo refere-se à órbita circular por P, e x é defi- 
nido pela Eq. (79) 

b) Mostre que a excentricidade é 


e=12-1} 


10. Movimento de uma galåxia anã. Descobriu-se que a nossa galáxia está ro- 
deada por várias (pelo menos seis) galáxias muito pequenas. Sua proximidade. 
pequena massa e baixa velocidade relativa em relação à nossa galáxia (as velo- 
cidades medidas são menores do que 10° cm/seg) sugerem que clas estão gravi- 
tacionalmente ligadas ao nosso sistema estrelar. Considere uma delas, o assim 
chamado sistema Sculptor. Sua distância ao centro de nossa galáxia foi determi- 
nada por medidas pertinentes a algumas de suas estrêlas variáveis como sendo 
2 x 103% cm. A massa total da galâxia Sculptor é estimada, a partir de sua lumi- 
nosidade, como 3 x 10º maior que a do sol; a da nossa galáxia é estimada como 
aproximadamente 4 x 10"! vêzes maior do que a massa solar. Suponha que o 
sistema Sculptor revolva em tôro da nossa galáxia em órbita circular, 

a) Calcule o periodo da revolução. 

b) Ache a velocidade orbital. 

c) Calcule a aceleração relativa da galáxia and. 


11. Órbita dos meteoritos. Meteoritos são corpos pequenos no espaço inter- 
planetário que se movem em órbitas fechadas em redor do sol; colidem, ocasio- 
nalmente, com a atmosfera terrestre produzindo meteoros visíveis, cujas veloci- 
dades observadas variam entre 1,1 x 10º a 7,5 x 10º e altitudes até 10º cm acima 
da superficie terrestre. A órbita será fechada enquanto a velocidade em qualquer 
ponto for ménor do que a de escape, para aquela distância ao sol. 


Go 


Desprezamos o atrito e a atração da terra sôbre o meteorito. Qual é o valor de 
Ena Adequado a um ponto da órbita da terra? 


12, Pressão gravitacional no centro da terra. Considere uma massa esférica 
homogênea em equilibrio hidrostático; o raio é R e a densidade p. 
a) Mostre que a pressão à distância r do centro é 


2 
3 


PAR- 


b) Para a terra, adote o raio R = 63 x 10" cm e densidade uniforme p = 5,5 
giem”, e calcule a pressão no centro. Resp. 17 x 10? dinaiem 
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13. Medida de G. Medidas muito sensíveis podem ser feitas com fibras de 
quartzo. A resistência da fibra à tensão varia com o quadrado do raio, enquanto 
que a constante torsional varia com sus quarta potência, É desejável, portanto, 
usar raios menores, quando queremos a sensibilidade alta, alcançável com valóres. 
baixos da constante de torção, K, que é definida como o momento de torção por 
radiano, de modo que N = — Ko, onde N é o torque. Não é raro trabalhar com 
fibras que têm K no intervalo de 001 a 1 dina. cmjrad. Espelhos e sistemas ele- 
trônicos tornam possivel, em condições excepcionais, detetar rotações até 107º rad. 
Projete um aparelho para a medida da constante gravitaciona! G num laboratório 
“de curso universitário, dando as ordens de grandeza relevantes de tôdas as gran- 
dezas envolvidas. (Não espere detetar 10-* rad!) O valor da constante de torção 
é da ordem de 


torpe 
K= 


dina-cmirad, 


onde R é o rašo da fibra e L seu comprimento em centimetros. 


18, Fontes de energia estrelar. À energia total gerada pelo sol, 4 x 10% crgsiseg, 
é conhecida a partir da taxa de irradiação de energia. Suponha que o sol esteve 
irradiando neste ritmo durante Y anos, desde o início da condensação original, 
Metade da energia potencial gravitacional do sol transformou-se em cinética (de 
acôrdo com o teorema do virial) e a outra metade em radiante. Mostre que Y = 
3 x 107 anos. Êste resultado é demasiadamente curto para explicar a idade co- 
ahecida do sol, 5 x 10º anos (Supõe-se que o sol seja. pelo menos, tão velho quan- 
to a terra). Energia nuclear é uma fonte muito melho: da luminosidade solar do 
que a gravitacional 


15, Comprimento de Planck Mostre que uma grandeza, que tem dimensões de 
comprimento, pode ser formada a partir da constante gravitacional G, velocidade 
da luz c e constante de Planck h (que è uma energia multiplicada por tempo). 
Qual é a ordem de grandeza dêste comprimento? Ele é às vêzes, chamado de 
comprimento de Planck e sua importância ainda é um tanto incerta. 


16. Aglomerados globulares. Um aglomerado globular de estrélas é uma dis- 
tribuição esférica de, talvez, 10° estrêlas, cujo diâmetro pode ser da ordem de 
40 parsecs 

a) Se as estélas estão distribuidas uniformemente pelo volume do aglomerado, 
qual é o múmero médio de estrélas por parsec cúbico? 

b) Qual é a ordem de grandeza da auto-energia gravitacional de um aglome- 
rado globular? Suponha que a massa estrelar média seja a do sol. (Ao calcular a 
auto-energia gravitacional do aglomerado, exclua a das estrêlas individuais) 


17. Forma do mar sôbre uma terra uniforme. Uma terra esférica uniforme está 
coberta por água de densidade p. A superficie do mar assume a forma de um es- 
feróide oblato (uma esfera achatada) quando a terra gira com velocidade angular o. 
Ache uma expressão aproximada para diferença entre as profundidades do mar 
no pólo e no equador, admitindo que a sua superficie seja de energia potencial 
constante fequipotencial) (Por que é plausível esta hipótese?) Despreze a atração 
gravitacional do mar sôbre si próprio. 


Sugestão: A distância r iguais, a fórça gravitacional sôbre uma unidade de O aglomerado globular M3. (Fotografia de “Lick 
massa da água é igual no pólo e no equador; mas, no equador existe a fòrça cen- Observatory”) 
trifuga adicional cr. Temos, portanto, para as fòrças 


Ed) = F pal) + 0r, 


€ a energia potencial de uma unidade de massa, sôbre a terra girante, (referida 
ao centro da terra como zero da energia potencial), é 


1 
Unir) = Upali) + er 
Sejam Duy € Duy a3 deformações da forma esférica, Se Uy, em Ry + Duy, é igual 


a Upma, em Ra + D, 


pio» Mostre que 


1 
ADa Du) = DRA, 


onde o significado de g é o usual. Assim 
Da Daio PRE 34 


Re 9 90 515 
Isto está muito próximo do valor 1/2984 observado para a forma real da terra. 
18. A origem das mars. Discuta a origem das marés. Note que a principal 
fòrça causadora das marés é a diferença entre a atração da lua sôbre a água su- 
perficial e a terra. Para uma explicação mais detalhada você poderá consultar 
“uma boa enciclopédia ou um texto de astronomia elementar. Inclua na sua dis- 
cussão uma resposta detalhada da questão seguinte: 
Por que as marés altas tendem a aparecer simultâneamente no ponto da 
terra mais próximo da lua e também no do lado oposto da terra? Assim é, porque 
as marés tendem a ocorrer duas (e não uma) vêzes ao dia. 


TÓPICO AVANÇADO 1. TEOREMA DO VIRIAL. 


Enunciamos, préviamente, sem prova um resultado importante: O equilíbrio 
estico estável não é possível para partículas que interagem por forças inversas 
do quadrado da distância Isto significa que num sistema em que tais fòrças ope- 
ram, nenhum estado de energia cinética nula pode ser estável. Este resultado 
aplica-se ao elétron num átomo, aos átomos numa estrêla e às estrlas numa 
galáxia Portanto, o universo, em todos os níveis de observação deve ser com- 
posto por corpos em movimento; e sómente podemos considerar alguma parte 
do mundo natural em repouso num sentido médio. Podemos ter um estado perma- 
nente, um estado de equilíbrio dinâmico no qual, em média, não ocorrem mudan- 
ças significativas, mas não um estado estático no qual não existe movimento. 

O uso do teorema do tírial" fornece-nos a média (sôbre periodos longos) da 
energia cinética de partículas ligadas por fòrças inversas aos quadrados das dis- 
tâncias 


cmg tio) =! qo po. Om 


onde os parênteses angulares designam média sôbre periodos muito longos. 
(Usualmente, numa aplicação especifica qualquer, será claro o que queremos di- 
žer por “muito longo”) A energia potencial, conforme usada aqui, é definida 
“como nula à separação infinita de tôdas as partículas. 

Passamos, agora, a provar o teorema do virial para fòrças variáveis com o 
inverso do quadrado, Considere, em primeiro lugar, o movimento de uma par- 
tícula no campo central descrito pela energia potencial 


o9 


os) 


= O teorema do virial não se restringe a fòrças inversas ao quadrado da dis- 
tância, dicutimo-lo, aqui, apenas para tais forças devido à sua grande impor- 
tância na fisica. O fator -$ que aparece na (93), entretanto, é válido apenas para 
estas fòrças, 
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para velocidades em regime não relativtico. Multipliquemos escalarmente a 
Eq, (95) por r: 


06 
Note ainda que 
4 5 
Mem = Mv + Mr- = Mv-v + Medo em 
x 
Combinamos (96) e (97) para obter 
a 
ni v 9 
MEEK + 08) 
e? é a energia cinética. Assim 
J A 1 Ei 1 
Dub) = Me 4 o Me so 19) 
Mat RE att ) 


onde r e v variam com o tempo. Para um potencial atrativo C É negativo, sendo 
possivel um estado ligado no qual a particula permanece indefinidamente mum 
Volume finito em tro do centro de fòrça. No estado ligado, mais cedo ou mais 
tarde, a particula deve inverter a direção do movimento © r-v deve ter um limite 
superior. Em média, esta quantidade crescerá tantas vêzes quantas derescer. A 
média temporal de dir dt deve ser nula num estado ligado, se för tomada sôbre 
muitos ciclos do movimento. Por ist, num estado ligado, a média temporal de 
mé 

çe) =- Ku) uoo 


A energia cinética média é igual a menos um meio 
da energia potencial média, no caso de uma particula 
ligada por atração variável com o inverso do quadrado 
da distância 


A Eq, 100 é denominada de teorema do virial. O teorema não significa que, a qual- 
quer instante, as energias cinética e potencial estão ligadas pela (100); êle é um 
enunciado a respeito de médias sôbre longos intervalos de tempo. (Numa pri- 
meira leitura dêste capítulo, você poderá, se desejar, omíti-o indo daqui direta- 
mente dos exemplos) 

O mesmo teorema vale também para um número qualquer de partículas 
mantidas no interior de um volume finito por fórças atrativas variáveis com o 
inverso do quadrado, mesmo se nem tôdas as massas forem iguais e algumas das 
fòrças forem repulsivas (por exemplo, uma mistura de elétrons e mòcleos que for- 
mam uma molécula). Para provar êste resultado consideremos N particulas (desig- 


nadas por 1, 2,3, ..., N) de massas M; , Mz,- My. Escrevemos a energia 
potencial entre as partículas iésima e fésima como 
Sy 
n, aon 


onde Cj, é uma constante positiva ou negativa e ty = f; — t- Por definição 


aog 
A energia potencial total é 


ao 


A fração $ entra porque na soma dupla cada par é contado duas vêzes; “inha” 
sbre um dos F's significa que os têrmos i = j são excluidos da soma. Provaremos, 
agora, o teorema do virial generalizado, começando pelas N equações de movi- 
mento, uma para cada particula: 


2.6 
ES nos 
mao 

Maultiplicamos a (104) scalarene por e somamos sôbre vós as particulas 

Eue- EE Sar dos) 


ia maro 
Cada têrmo da esquerda pode ser reexpresso da maneira (97) de modo que o lado 
esquerdo, Z, de (105) se torna: 


ga- Mas EMi a% 


(106) 


aon 


n 


Nesta expressão 1 e j são indices ORRE substituídos por qualquer 
outro simbolo sem mudar o valor de 3. Temos, assim. 


Cut 

apys LE uos 

Masry ses dd ta ts 
a Ca mort, 

RC im 


Aicicoando metade de (107 à metade de (109) e usando (5-6): 4) my 
per 
a: 
ESD aw 
que é a ecra potenciat, como em (103) A igualdade esto e 3P, em (106) é 
dio as 
ra 


n an) 
F] am 


Eme) Ta. 1 ra 


z 


A mèdia do primeiro têrmo à esquerda, sôbre um longo intervalo de tempo, anula- 
«e quando as partículas permanecem indefinidamente num volume finito, e so 
bra-nos a igualdade 


— 


| cmg a an) o a an] ua 


válida para um conjunto de particulas ligadas por fòrças gravitacionais ou ele- 
trostáticas. 

Quando as particulas estão contidas num recipiente, suas paredes exercem 
fêrças adicionais, que não foram incluidas na dedução e que alteram a (112), às 
vezes de maneira um tanto sutil. O resultado (112) permanece válido mesmo em 
situações nas quais as correções quânticas à descrição do comportamento das 
particulas não podem ser ignoradas. Podemos explorar o teorema do virial na 
discussão de elétrons e núcleos em moléculas ou cristais, bem como na de átomos 
ligados para formar uma estrla ou de estrêlas ligadas para formar uma galáxia, 

O teorema geral do virial (112) implica não sómente na existência da energia 
cinética quando partículas estiverem ligadas entre si por fBeças inversas ao qua- 
“drado das distâncias mas também no fato de que as energias cinética e potencial 
São sempre comparáveis. Mesmo se um grupo de particulas estiver inicialmente 
em repouso, as förças atrativas inversas ao quadrado puxa-lasão umas para perto 
das outras, aumentando os valôres das energias cinética e potencial, atè que final- 
mente a energia cinética média se torne igual à metade da energia potencial média. 
No exemplo abaixo, usamos o teorema do virial para estimar a temperatura no 
interior do sol, que, como quase tôdas as estréias, é uma massa de gis denso e 
quente, 

O teorema do virial é uma pista para a estrutura interna de tòda matéria na 
qual as fòrças inversas ao quadrado constituem as förças de coesão dominantes 
A distância média entre os átomos ou núcleos de uma estréia típica é provável. 
mente sempre maior do que 1071 cm, correspondendo a densidades menores 
do que 107 g/cm. As intensas fòrças nucleares de curto alcance (~ 10” cm) 
têm alcance pequeno demais para serem efetivas a tais distâncias; é a fòrça gra- 
“vitacional que mantém a estrutura da estrèla. 


EXEMPLO. TEMPERATURA NO INTERIOR DO SOL. Estime a tem- 
peratura média no interior do sol. À auto-energia gravitacional U, de uma estréia 
uniforme de massa M, e raio R, é 


as 


numa estrêla é proporcional* à temperatura absoluta 7- 


(EC. duma particula) = ȘT. a 
sendo a constante de Boltzmann É dada por: 
k= 138 x 107! erg/grau Kelvin. us 


A energia cinética total na estréia é JAN, Onde Tang É uma temperatura média 
apropriada sôbre o interior da estria e N È o número de seus átomos. Então, 
usando a (113) o teorema do virial dá 


3 1 ELA 
É Nk Tas = (EC. de todos os átomos) = - = nn 
bh = (BIC. de todos os átomos) = (EP. dosol) = Hp. (116) 
Temos assim $ 

io ai a am 
na SRNE T SRA 


Éste resultado é geralmente discutido em textos de fisica do secundário sob 
o nome de equipartição de energia; discutimos èste teorema em detalhe no Vol. V. 
O resultado nem sempre é vilido em densidades muito altas devido aos efeitos 
quânticos, mas é satisfatório sob as condições prevalentes na maioria das estrè- 
las quentes. 
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de hidrogênio ou de hélio. 

RS De do É lo apud 42109 go 0 Fa ape 
madamente 7 x 10*° cm. Tomemos M como 3 x 10-™ g. cérca do dôbro da 
massa do próton* A (117) então se torna 


E x 10:90 x 10:90 x 10 
ST x 10) x 10-75) 


= 107 graus Kelvin (118) 


Esta temperatura corresponde a uma energia da ordem de 10? ev, suficiente para 
ionizat completamente átomos leves. Uma vez que os átomos de hidrogênio e 
hélio estão ioizados, o número N de particulas deve ser acrescido pelo número 
de cléaros e, como vemos em (117, a temperatura média serå reduzida a, talvez, 
metade ou um terço do valor de (118) Acredita-se que o sol não é isotérmico 
(não está a temperatura uniforme) através do seu volume; a nossa estimativa é 
próxima daquilo que um cálculo sofisticado sugere para a temperatura do núcieo 
central do sol. A temperatura superficial é muito mais baixa; seu valor é cèrca de 
6 x 103"K, estimada a partir do fluxo de radiação solar. O nosso resultado (118), 
para temperatura média do sol, ë mais de 10° vêzes mais alto que a temperatura 
da superficie avaliada visualmente 

ste é um resultado notável que deduzimos a partir de um pouco de teoria 
e informações experimentais cuja obtenção não requereu nossa remoção da terra- 
Não podemos ver o interior do sol, no entanto, podemos calcular, com alguma 
confiança, as condições térmicas lá existentes. (A taxa de radiação de energia pelo 
sol depende da velocidade de queima do combustivel nuclear no seu núcleo cen- 
tral, esta velocidade fomece uma estimativa independente da temperatura do 
núcleo central) 


EXEMPLO. CONDENSAÇÃO DE GALÁXIAS. Suponha que tenhamos 
uma nuvem de particulas puntiformes, com fórças gravitacionais atraindo cada 
par, e com energia cinética apreciável distribuida entre as partículas. Sob que 
condições irá a nuvem expandir-se, contrar-se ou manter o mesmo volume médio? 

As energias totais cinética e potencial estão relacionadas pela conservação 
de energia como 


E=K+U a9 


=) Se EC. > |EP.|, a energia total E > O e a nuvem (ou pelo menos parte 
dela) expandir-se indefinidamente. Provamos que a nuvem se expande mos- 
trando que, de outro modo, o teorema do virial seria contradito. Se a nuvem 
permanecesse mum volume finito, seria válido o argumento que conduz ao teorema 
do virial. De acôrdo com êste teorema, (EP) = - 2(EC.) de modo que 


(E) =(EC) + (EP) =-(EC) <0, aw 


onde os parênteses angulares denotam médias temporais, Mas, E não depende 
do tempo de modo que (E) = E sempre; portanto E $ O de acôrdo com (120 
Este resultado contradiz a hipótese de que EC. > [EP e portanto a muvem 
não pode permanecer no interior de um volume finito © deve expandir-se- 


* Acredita-se que a abundância do hidrogênio no sol seja cérca de 60% em 
massa. À maior parte do resto é hélio, com um pouco de oxigénio e traços de 
outros elementos. 


b) Se EC. < [EP | então E < O e a maioria das particulas dentro da nuvem 
não pode expandir-se indefinidamente. As separações infinitas, a energia potencial 
se anula e tôda energia passa a ser cinética, e portanto positiva. A partir de um 
estado inicial de energia total negativa, um tal estado não pode ser alcançado 
pelas particulas embora, dependendo das condições iniciais, algumas delas possam 
escapar ao infinito, Em geral, seria de esperar que uma tal muvem de particulas 
se mantivesse junta, pois o teorema do virial deve ser válido para médias temporais. 
Argumentaremos abaixo que qualquer nuvem de gis suficientemente grande, 
Para a qual E < O, condensar-se finalmente para formar uma estrèla. Este argu- 
mento não constitui uma prova irrefutável de que as estrlas se tenham originado 
díste modo mas torna plausível que elas o pudessem ter feito. 

Efeito das Perdas de Energia por Radiação. Corpos quentes perdem energia 
sob forma de radiação eletromagnética À medida que a temperatura cai, há de 
crêscima da taxa de radiação de energia, mas ela nunca se anula até que a tempe- 
Futura atinja o zero absoluto. Entretanto, uma nuvem de gis mantida por atração 
gravitacional não pode ter temperatura nula; na realidade, a temperatura cresce 
à medida que a nuvem irradia energia. 

ste resultado, aparentemente paradoxal, segue diretamente do teorema do 
viral e hipótese de equipartição de energia. Pela (120) a energia total E relaciona-se 
à média temporal da energia cinética por 


E=-(8e), az 
€ do enunciado (114) da equipartição de energia temos 
(EC) = ENT am 


para N massas puntiformes em equilibrio térmico à temperatura T: Assim 
2 

EG 

Uma variação AE da energia causa uma variação AT da temperatura que, de 

ué 


uz) 


E=-Ímm T= 
7 


0% 


Se AE för negativo devido a perdas radiantes, AT deverá ser positivo: e mais ainda. 
pelo teorema do virial, os valôres de EC.) e | (E-P)] devem crescer quando 
E cresce. O aumento de |(E.P.)| significa o crescimento da coesão gravitacional 
é a muvem contraíse. Da mesma forma, um satélite que perde altura devido à 
frição ganhará energia cinética. 

À medida que a energia é irradiada, a nuvem encolhe e esguenta e quanto 
mais ela esquenta tanto mais ripidamente irradia c encolhe, e sua temperatura 
média aumenta cada vez mais rápidamente. A Eq (117) relaciona o raio decres- 
cente R, da estrla com a sua temperatura média crescente Ta. Finalmente, a 
temperatura torna-se tão alta que as reações nucleares podem iniciar-se O co- 
Japso gravitacional desacelera-se ou pára quando as reações nucleares passam a 
ser a fonte principal da energia, porque a pressão crescente de radiação opõe-se 
à maior contração da matéria estrelar. Éste é o estado atual do nosso sol Dentro 
de cèrca de 7 x 10°anos, quando a maior parte do hidrogénio solar tenha-se 


* Para que reações nucleares possam ocorrer, dois núcleos devem achar-se 
momentâneamente a cérca de 10-1 cm um do outro. A repulsão colombiana 
mantêm os núcleos muito mais afastados entre si do que isto a menos que T> 107 “K. 
para prótons e T> 10**K para núcleos de hélio. Estimativas quantitativas destas 
temperaturas de reação podem ser feitas a partir da teoria quântica. 


A galáxia espiral M81 
Observatory"). 


(Fotografia de 


'Lick 


queimado em hélio, o colapso reiniciar-se-á novamente e a temperatura interna 
do sol reassumirá o seu aumento gradual 


Qualquer muvem gasosa suficientemente grande, mantida junta por sua prò 


á em estrita no devido tempo: isto é 


uma consequência da atração inversa ao quadrado da distância 
Sejamos agora especulativos e tentemos aplicar o nosso conhecimento da na- 
tureza da atração gravitacional à questão por que as estrèlas estão aglomeradas 
em galâxias. Uma galáxia tipica pode conter aproximadamente de 10° a 10° 
estrêlas. Estamos aqui num terreno menos firme do que na nossa discussão anterior, 
Tentaremos estender um modéio bem sucedido e sem dúvida correto, a evolução 
de uma estrėla, à origem da galáxia, um problema muito menos bem entendido. 
Esta extensão é corajosa e arriscada. no estilo tipico das tentativas iniciais de in- 
os mal compreendidos em têrmos de leis fisicas conhe- 


lerpretação de fenôme 


cidas (Muitos dos melhores trabalhos pioneiros nas ciências exatas distinguem-se 
por aproximações ousadas, simplificações e extrapolações) 

Do fato de que qualquer massa de gás se contrai quando o valor de sua energia 
potencial excede apreciávelmente o de sua energia cinética, somos levados à con- 


* No caso em que, em algum estágio da evolução estrelar, a (114) não seja 
satisfeita, estas considerações qualitativas não serão mais válidas, pois a energia 
cinética não mais seria igual a kT: Como no caso de liquidos e sólidos normais, 
um grupo de particulas ligadas por förças atrativas pode parar de irradiar e de 
colapsar quando considerações quânticas passam a predominar. Nos Vols IV e 
V aprenderemos a estimar a importância dos efeitos quânticos em diversas situações 
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clusão de que qualquer grande masa de gás de densidade e temperatura uniformes 
é travitacionalmente instável. Partes diferentes da massa começam a colapsar 
independentemente em grandes porções se o valor da energia potencial de cada 
porção exceder o dôbro do da sua energia cinética interna. Um raio R típico de 
uma tal porção é dado de (117) por 

Sica a29 
onde N é o número de particulas do aglomerado e M, a massa dëste. O sinal > 
em (125) aplicase quando o aglomerado está em proceso de colapso e não no 
estado permanente considerado no teorema do virial. Se admitirmos um gås de 
iomon de hidrogênio de massa My, então M, = NM. Temos também M, = 
= (40) R?nMy onde né a concentração de lomos de hidrogênio. A (125) pode 
então ser excrta como 


a% 


onde foram omitidos os fatóres numéricos da ordem de unidade, no espirito da 
aproximação da estimativa. 

Obtemos de (126) um resultado notável: Um gás de átomos de hidrogênio 
uniformemente distribuído, de densidade comparável à que se presume existir no 
espaço intergalático, aglomerar-se-a espontâncamente em nuvens separadas de 
massa comparável à das galáxias. Estimativas da concentração e temperatura do 
hidrogênio intergalático fornecem n = 10- cm? e T = 10º °K. A fim de que 
uma parte da nuvem possa contrair-se, o raio R deve satisfazer a desigualdade (126): 

oyun to" 

> poao yao 107 

ou R > 103º cm. A massa da nuvem dêste raio é 
M, = (1024/(10-%) (1053) = 10° g aa 

Sabe-se, de observações, que as galíxias estão separadas por distâncias da 
ordem de 3 x 1024 cm, que é a ordem de grandeza do raio inicial estimado em 
(127) O raio da nossa galáxia é da ordem de 1023 cm. A massa do solé 2 x 107, 
de modo que à massa que calculamos para uma nuvem de gás em contração espon- 
tânea é cérca de 5 x 10º massas solares. Èste número tem a ordem de grandeza 
correta. As estimativas das massas das galáxias baseadas em observação, parti- 
cularmente das suas luminosidades, ficam em sua maioria no intervalo de 10° a 
10" massas solares; em concordância razoável com a suposição de que as ga- 
lâxias são condensações espontâneas causadas por atração gravitacional de longo. 
alcance num gås que ainda pode existir no espaço intergalático. Presumivelmente, 
as condições no interior do gås galático em contração poderiam mais tarde tor- 
narse apropriadas para a formação de estrélas dentro da galáxia por um meca- 
nismo não muito diferente daquele que pode ter formado a própria nuvem ga- 
ático. 

O leitor deve perceber que não fornecemos uma teoria dinâmica detalhada. 
e autoconsistente da origem das galáxias, pela condensação a partir de um gás 
uniforme. Fizemos apenas uma estimativa sugestiva que conduz aos valóres da 
massa galática e do espaçamento intergalático que não são incompatíveis com 
as inferências das observações astronômicas. A coincidência das ordens de gran- 
dera sugere que, ou a base física da estimativa é substancialmente correta, ou 
somos vitimas de uma coincidência infeliz. Não oferecemos qualquer explicação. 
da origem da distribuição uniforme de gás. Além do mais, os argumentos que 
demos não serão necessáriamente aplicáveis a um universo em expansão, porque 
à energia cinética de expansão pode impedir a condensação. 


= 10% mê, am 


Fig. A. A fòrça da gravidade sôbre um planèta. 


TÓPICO AVANÇADO 2. CÁLCULO NUMÉRICO DE UMA ÓRBITA. 

O exemplo é tomado verbatim das aulas de fisica elementar de R.P. Feynman, 
com a sua amável permissão «a dos detentores dos direitos autorais, Estas aulas, 
ministradas por um dos maiores fisicos teóricos do nosso tempo, são penetrantes, 
originais e divertidas; o estudante gostará delas. 

~... mas podemos analisar o movimento de um planéta em redor do sor? 
Vejamos se somos capazes de chegar a uma elipse como aproximação para a 
órbita. Suporemos o sol infinitamente pesado, no sentido que deixaremos de 
cuir seu movimento. Suponha que um planéta parte de um certo lugar, movendo-se 
com uma certa velocidade; le gira em tômo do sol muma curva, tentaremos 
analisar, pelas leis de Newton do movimento e sua lei de gravitação, qual É esta 
curva Como? Num dado momento, o planéta está numa posição no espaço; se 
a distância radial a esta posição fòr chamada r, sabemos que existe uma fòrça 
dirigida para dentro que, de acórdo com a li da gravidade, é igual a uma cons- 
tante, vêzes o produto da massa do sol pela do planēta, dividido pelo quadrado 
da distância. A fim de analisar isto mais a fundo, devemos achar a aceleração 
produzida por esta fòrça. Necessitaremos das componentes da coeleração em duas 
direçöes, que chamaremos de x e y. Assim. se especificarmos a posição do planèta, 
num dado momento, dando x e y. (suporemos z sempre nulo, pois não existe 
Terça na direção = c, na ausência de velocidade inicial, . nada haverá para fa- 
(2er = diferente de zero), a förça estará dirigida ao longo da linha que une o planèta 
ao sol, conforme mostra a fig A- 

“Desta figura, vemos que a componente horizontal da fòrça está relacionada 
à fórça total da mesma forma que a distância horizontal x o está à hipotenusa 
inteira r, porque os dois triângulo são semelhantes. Também, quando x é posi- 
tivo F, è negativa isto F,/|F| = — xir, ou F, = = Foxit = — GMmxir”, Usamos, 
agora a e dinâmica que nos diz que esta componente da fòrça é igual à massa do 
planèta, vézes a taxa de variação da sua velocidade na direção x. Encontramos, 
assim, as seguintes leis: 


a9) 


rej” 
Éste ê, portanto, o sistema de equações que devemos resolver. Novamente, a fim 
de simplificar o trabalho numérico, suporemos que a unidade de tempo ou a massa. 
do sol tenham sido ajustadas de modo que (ou que tenhamos a sorte que) GM = 1, 
No nosso exemplo especifico, suporemos que a posição inicial do planèta é x = 0,500 
ey = 01000 e que a velocidade inicial está tôda na direção y e tem o módulo de 
1.530. Agora, como faremos o cálculo? Novamente fazemos uma tabela com colunas 
para o tempo, a posição x, a velocidade v, na direção x, e a aceleração a,i e então, 
separadas por uma linha dupla, três colunas para posição, velocidade e aceleração 
na direção y. A fim de obter a aceleração, precisaremos das Eqs- (129), que nos 
dizem que a aceleração na direção x é —x;P”. a na direção y è- yir? e que r èa 


*RP. Feynman, RB. Leighton e M. Sands, “The Feynman Lectures on Physics”, 
vol L sec 9-7 (Addison-Wesley. Reading Mass. 1963) 
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raiz quadrada de x? + y*. Assim, dados x c y, devemos fazer um pouco de cálculo 
ao lado, tomando a raiz da soma dos quadrados para achar re então aprontar-nos 
ara calcular as duas acelerações,é útil calcular também 1%. Este trabalho pode 
ser feito ficilmente utilizando-se uma tabela de quadrados, cabos e inversos, 
precisaremos então apenas multiplicar x por 1. o que fazemos numa régua de 
cálculo. 

~O nosso cálelo prossegue então através dos seguintes passos, usando inter- 
‘valos de-tempo £ = 0,100: Valóres iniciais em £ = 0 


“0)=050 0) = 0000 
edO = 0000 v40} = + 1,630 
A partir dêles encontramos 
H9)=050 e = 8000 
a =-400 a, =0000 
Podemos assim calcular as velocidades 2,0,05) € 1 (005): 


240408) = 0,000 — 4000 x 0:050 = — 0.200; 
2/0) = 1,630 + 0,000 x 0,100 = 1,630. 


Agora começa o nosso cálculo principal: 


0,1) = 0.500- 020 x 041 = 0430 
JO) = 00 + 1,63 x 0,1 = 0163 
r = 048 + 0168 = 0,507 
1º =787 
0401) = 0480 x 767 = -368 
00,1) = -0,163 x 7.70 = -1256 
E4015) = 0200-368 x 0.1 = -0.568 
1/0415) = 1,630 = 126 x 01 = 1,505 
x02) = 0480 — 0568 x 01 = 0423 
OZ) = 0,163 + 1,50 x 0,1 = 0313 
ac 


Dêste modo obtemos os valôres dados na tabela, e em 20 passos ou quase, perse- 
Euimos o planèta meio caminho em têrmo do sol Na Fig B estão representadas as 
coordenadas x- e j- dadas na tabela. Os pontos representam as posições em instan- 
tes sucessivos, afastados de um décimo de unidades; vemos que no inicio o planèta 
move-se rápidamente e no fim vagarosamente. e assim é determinada a forma da 
curva. Vemos assim que, de fato, sabemos caleular o movimento dos pianêtas. 

“Vejamos agora como poderemos calcular o movimento de Júpiter, Urano, 
ou qualquer outro planèta. Uma vez que temos muitos planètas, deixemos que 
9 sol também se mova, poderemos fazer o mesmo cálculo? É claro que podemos. 
Calculamos a força sôbre um dado planéta, o de número é digamos, cuja posição 
Èe, Vi, zıl = 1 pode representar o sol, i = 2 Mercúrio, i = 3 Vènus, e assim por 
diante). Devemos conhecer a posição de todos os planètas. A fòrça que age sôbre 
um dêles é devida a todos os outros corpos que se acham, digamos, nas posições. 


Fig B. A órbita calculada de movimento dum 
planêta em tômo do sol. 


Solução de de, jdt = — x/r? de,jdt = yr = FP 
Intervalo: £ = 0,100 
Orbita v, = 163 v, =0 x=05 y=0a1=0 


Cruzou o eixo do x em 2,101 seg .. período = 4,20 seg 


p, = O at 2086 sec. 
1,022 + 0,500 
2 


Cruzou x a 1,022, +. semi-eixo maior =0761 
1, = 07% 


Tempo predito: 2{0,761)*? = 10,663) = 2082. 


Xy» Vys 3y- Portanto as equações são: 


a9 


Definimos ainda ry como a distância entre dois planètas í e j, que é igual a 


rua 03 + O + as om 


E designa soma söbre todos os valôre de j- todos os outros corpos exceto, eviden- 
temente, j = i Assim, tudo que temos a fazer é formar mais très colunas Precisamos 
de nove colunas para o movimento de Júpiter, nove para o movimento de Saturno 
e assim por diante. Quando temos tódas as posições e velocidades iniciais podemos 
calcular tôdas as acelerações pela Eq (130) calculando primeiro tódas as distão- 
cin, usando a E, (131) Quanto tempo levará para faz-10? Se você o fizer em casa 
levará muito tempo. Mas, em tempos modernos dispomos de máquinas que fazem 
aritmética muito rápidamente; um computador muito bom pode levar um micro- 
segundo, isto é, um mlionésimo de segundo, para fazer uma adição. Uma multi- 
plicação toma mais tempo, 10 microsegundos, digamos. É posvel que num ciclo 
do cálculo, dependendo do problema, possamos ter 30 multiplicaçöes, ou algo 
semelhante, de modo que um ciclo levará 300 microsegundos. Isto significa que 
poderemos fazer 3000 ciclos de computação por segundo. A fm de obter precisão 
“e digamos, uma parte em um bilião, precisariamos de 4 x 10º ciclos, para corres 
Ponder a uma revolução de um planéta ao redor do sol Isto corresponde a um tempo 
de computação de 130 seg ou cèrca de 2 min. Leva apenas dois minutos para seguir 
Júpiter em tôrno do sol, com tódas as perturbações devidas a todos os planètas, 
‘corretas até uma parte em um biliäo, por éste método. (Verifica-se que o Erro varia 
aprosimadamente com o quadrado do intervalo e Se fizermos o intervalo mil 
vêzes menor, o cálculo será um mílião de vêzes mais precioso. De modo que faça- 
mos o intervalo 10000 vêzes menor) 

“Assim, conforme dissemos, começamos ëste capitulo sem saber calcular nem 
mesmo o movimento de uma massa présa a uma mois. Agora, armados com o 
tremendo poder das eis de Newton, podemos calcular não somente movimentos 
tão simples como também, dispondo apenas de uma máquina que se encarregue 
da aritmética, os movimentos tremendamente complicados dos planètas, com 
precisão tão grande quanto desejarmos”. 
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A velocidade da luz 


c COMO UMA CONSTANTE FUNDAMENTAL DA NA- 
TUREZA. A velocidade da luz* no vácuo, c, é uma das constantes 
fundamentais da fisica. 


1. Éa velocidade com a qual tôdas as radiações eletromagnéticas 
se propagam no vácuo, independentemente das suas fregências. 


2. Sinal algum pode ser transmitido, por quaisquer meios, no 
vácuo ou num meio material, a uma velocidade maior que a da luz. 


3. A velocidade da luz no vácuo é independente do sistema de 
referência do qual é observada. Se fôr observado que a velocidade 
da luz é c = 2,99793 x 10! cm/seg num referencial Galileano, 
observar-se-á que ela é também c, e não c + Vou c- V, num se- 
gundo referencial Galileano que se mova com velocidade V, rela- 
tivamente ao primeiro e paralelamente ao sinal luminoso. 


4, As equações de Maxwell da teoria eletromagnética e a 
equação da fôrça de Lorentz envolvem a velocidade da luz Isto 
fica aparente quando elas são escritas em unidades de Gauss. 


5. A constante adimensional (chamada de inverso da constan- 
te de estrutura fina) 


he 
JW 


37,04 


envolve a velocidade da luz. Aqui 2rf é a constante de Plank e 
e a carga do próton. Esta constante tem um papel importante 
na fisica atômica e será discutida no Vol. IV. Não dispomos de 
uma teoria que prediga o valor desta constante. 


Éste capítulo concentra-se principalmente em experiências e 
resultados experimentais. Discutimos as medições da velocidade 


* Note-se que a frase velocidade da luz deve ser entendida sempre como a 
velocidade da luz no vácuo (c), a menos de menção explicita em contrário. Assim, 
a velocidade da luz num meio material é menor do que c e pode até ser menor 
que a velocidade de uma particula carregada no mesmo meio (efeito Cerenkow). 
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Eclipse da lua de Júpiter M ocorre quando 
Júpiter J está entre o sol S e M. Isto ocorre cèrca 
de uma vez em cada 42 horas, à medida que M 
revolve em tômo de J. 


Um eclipse conforme observado em T cèrca de 
seis meses mais tarde. Agora £ = L+ D, de modo 
que Ar = Ie + Dje. Roemer mediu em 1667 
Ar — At, usando o valor de D corrente na época 
para determinar c. 


A observação do eclipse na terra T ocorre no 
intervalo de tempo Ar = Lic após o eclipse real, 
por causa da velocidade finita c da luz. 


da luz e as evidências experimentais da sua invariância com res- 
peito à velocidade de qualquer sistema inercial. Deixamos para 
o Vol. HI as questões relativas à natureza eletromagnética da luz 
e à sua propagação em meios refratantes e dispersores, como os 
sólidos e liquidos. (Um meio refratante é aquêle no qual o índice 
de refração não é exatamente um. Um meio dispersor é aquéle 
no qual o índice de refração é uma função da freqüència.) 


MEDIÇÃO DE c 


Muitos métodos foram usados para determinar a velocidade 
da luz.* Enumeramos e resumimos aqui vários dêstes métodos. 


TEMPO DE TRÂNSITO DA LUZ ATRAVÉS DA ÓRBITA 
TERRESTRE, Durante muitos séculos, antes que estivesse dis- 
ponivel uma prova experimental, acreditava-se que a velocidade 
da luz devia ser finita. À primeira evidência experimental da ve- 
locidade finita da luz foi devida a Roemer, em 1676. Éle observou 
que o movimento de lo, a lua mais interna de Júpiter, não obede- 
cia a um horário inteiramente regular. Havia uma variação nos 
periodos das eclipses de lo por Júpiter. A variação acumulada 
dos tempos destas eclipses, em meio ano de observações, era da 
ordem de 20 min, Mas, êste é aproximadamente o tempo de trân- 
sito da luz através da órbita da terra; o diâmetro médio desta 


* Uma revisão excelente das medidas da velocidade da luz, em inglês, é dada 
por E Bergstrand em Handbuch der Physik, S. Fltege (ed), vol. 24, pgs. 1-43 (Sprin- 
ger-Verlag OHG, Berlim, 1956), Os valores de c que citamos são os listados por 
Bergstrand. Veja também J. F. Mulligan e D. F. McDonald, Am. J. Phys. 25, 
180 (19574 


órbita é 3 x 10!2 em (2 A. U.) e o tempo necessário para que a 
luz a atravesse, de um lado a outro, é 


3x 103 
x 107] 


1000 seg = 17 min, a) 


© que está bem de acôrdo com o tempo de trânsito de 16,6 min 
deduzido de observações fotométricas modernas das mesmas 
eclipses. Usamos, em nossa estimativa, o valor de 3 x 10º cm/seg 
para a velocidade da luz 

Roemer estimou em 22 min o tempo de trânsito deduzido das 
eclipses; dispunha, de outras fontes, de um valor um tanto inexato 
do diâmetro da órbita da terra; calculou, dêstes dados, o seu 
valor 


€ = 214.300 km/seg. B 


A movimento angular de Júpiter em tôrno do sol é mais vaga- 
toso do que o da terra (12 anos vs. 1 ano); assim, é o diâmetro 
da órbita terrestre e não da de Júpiter que está principalmente 
envolvido no cálculo. O método de Roemer não é muito preciso, 
mas mostrou aos astrônomos que, ao analisar as observações 
planetárias a fim de encontrar o movimento real de um planêta 
ou lua, é necessário levar em conta o tempo de propagação do 
sinal luminoso. 


“Aberração da luz estrelar. Em 1725, James Bradley iniciou uma 
série de observações precisas e interessantes da variação aparente 
da posição das estrêlas com as estações do ano; em particular 
de-uma estrêla chamada y Draconis. Observou que (após tôdas 
as demais correções terem sido feitas) uma estrêla no zênite (dire- 
tamente acima da cabeça) parece mover-se, numa órbita quase 

ircular, com o periodo de um ano e com diâmetro angular de 
aproximadamente 40,5”. Observou também que as estrêlas nas 
outras posições exibiam um movimento semelhante — em geral 
elítico, 

O fenômeno observado por Bradley é chamado aberração. 
Ele nada tem a ver com o movimento real, se é que existe algum, 
da estrêla; surge da velocidade finita da luz e da velocidade da 
terra em sua órbita em redor do sol. Esta foi realmente a primeira. 
experiência direta a sugerir que o sol era um sistema inercial me- 
Ihor do que a terra — isto é, que é mais conveniente pensar que 
A terra se move em redor do sol do que o contrário, — pois cla 
deteta diretamente a variação anual da velocidade da terra rela- 
tivamente às estrélas. 


Bradley em 1725 usou o fenômeno de aberração 
para determinar c. Suponhamos que a luz de 
uma estrêla distante ilumina o objeto T, que 
tem velocidade v perpendicular à luz incidente. 


De acôrdo com um observador em T, à luz tem | 
uma componente horizontal de velocidade v, alêm 

da componente vertical c. Assim um raio lumi- 
noso da fonte é inclinado de um ângulo x, onde 

tg a = rje. 


Bradley usou a luz de uma estréla distante no 
2ênite e a velocidade conhecida da terra (r, = 30 
tem/seg), para determinar c a partir de uma 
medida de 2: tg a = e,/c. 


Um exemplo caseiro da aberração: Este estudante 
foi apanhado pela chuva que cai verticalmente. 
Se Ele ficar parado debaixo do seu guarda-chuva 
ficará sêco. Mas se tentar correr para abrigar-se .- 


ficará molhado. No seu nôvo referencial a chuva 
tem velocidade horizontal - v, onde o é a sua 
velocidade relativamente ao chão. 


A explicação mais simples da aberração consiste em fazer 
uma analogia entre a propagação da luz e a queda das gôtas de 
chuva. Quando o vento não está soprando, as gôtas de chuva 
caem verticalmente e um homem em repouso com um guarda- 
chuva diretamente acima da cabeça não se molha. Quando o 
homem corre, segurando o guarda-chuva na mesma posi 
frente da sua capa ficará molhada. Relativamente à pessoa em 
movimento, as gôtas não caem exatamente na vertical. 

Citemos um relato divertido sôbre como ocorreu a Bradley a 
explicação das suas observações:* “Finalmente, quando êle per- 
deu a esperança de explicar o fenômeno que observou, uma expli- 
cação satisfatória ocorreu-lhe de repente, quando não estava a 
sua procura.** Êle estava acompanhando uma excursão que ve- 
lejava sôbre o rio Tâmisa. No tôpo do mastro do barco em que 
estavam havia uma bandeirola de vento. Estava soprando um 
vento moderado, e o grupo velejou, rio acima e abaixo, por um 
tempo considerável. Dr. Bradley reparou que, cada vez que o 
barco bordejava, a bandeirola no tôpo do mastro deslocava-se 
um pouco, como se houvesse uma ligeira variação da direção 


*T. Thomson, History af the Royal Society, pág, 346 (Londres, 1812 
Muitas invenções e descobertas são feitas quando, após um fracasso inicial, 
o cientista diverte o seu pensamento do problema, Um matemático famoso 
discute ste efeito num livrinho fascinante e importante: J. Hadamard, An essay 
on the psychology of invention in the mathematical field. (Princeton Univ. Press, 
Princeton, NJ, 1949); reimpressão (Dover New York, 1954). 


do vento. Éle observou isto três ou quatro vêzes sem falar; final- 
mente mencionou-o aos marinheiros, expressando sua surprêsa 
que o vento mudasse tão regularmente cada vez que bordejavam. 
Os marinheiros disseram-lhe que o vento não mudava € que a 
mudança aparente era devida à mudança da direção do barco, 
assegurando que o mesmo acontecia invariávelmente em todos 
os casos. Esta observação acidental levou-o a concluir que o fe- 
nômeno que tanto o espantava era causado pelo movimento 
combinado da luz e da terra” 

Esta é a explicação da aberração nas palavras de Bradley:* 
“Considerei èste assunto da seguinte maneira: Imaginei que CA 
(vide figura) fôsse um raio luminoso, caindo perpendicularmente 
sôbre a linha BD; então, se o ôlho estiver em repouso em 4, o 
objeto deverá aparecer na direção AC, quer a propagação da luz 
leve tempo quer seja instantânea. Mas, se o ólho estiver se mo- 
vendo de B na direção de A, e a propagação da luz não fôr instan- 
tânea, mas tiver uma velocidade que está para a do ólho como 
CA está para BA; então, enquanto a luz se move entre C e A o 
ôlho se move de B até A, e a particula luminosa pela qual o objeto 
será discernido, quando o ôlho em movimento chegar até A, estará 
em C quando o ôlho estiver em B. Supus que a linha CB, que une 
B a C, (inclinada em relação å linha BD de ângulo DBC) fósse 
um tubo de diamêtro tal que admitisse apenas uma particula de 
luz; era então fácil conceber que a partícula de luz em C (pela 
qual o objeto deve ser visto quando o ôlho, em movimento, 
chega a A) passará pelo tubo BC se êle estiver inclinado de um ân- 
gulo DBC em relação a BD, e acompanhar o ólho em seu movimen- 
to de Ba A;e que ela não poderia atingir o ôlho, colocado na extre- 
midade de um tal tubo, se êle tivesse qualquer outra inclinação 
relativamente a BD.” 

Para uma estrêla no zênite, o máximo da aberração ocorre 
quando a velocidade da terra é perpendicular à linha de obser- 
vação. Então percebe-se, da figura, que o ângulo de inclinação, 
ou aberração, é dado por 


tga= E (E) 


onde v, é a velocidade da terra. A velocidade orbital da terra em 
tôrno do sol é 30 x 10º cm/seg; podemos desprezar aqui a velo- 
cidade da rotação da terra em tôrno do próprio eixo que é cérca 
de 100 vêzes menor. Assim 

108 x 3 


tga = Fogg = LO x 1074 radianos, (9 


“3. Bradley, Phil. Trans. Roy. Soc. London 35, 637 (1728) 


porque z = tgx para a pequeno. Medido em segundos, 


a=20: (9 


O dôbro disto, ou 41”, deve ser comparado com o valor de 40,5" 
obtido por Bradley para o diâmetro angular da órbita estrelar 
aparente. 

O telescópio de Bradley é mostrado na figura; tinha cêrca 
de 12 pés de comprimento e foi especialmente projetado para 
observações exatas de estrélas perto do zênite. A concordância 
de suas observações relativas a y Draconis com a sua hipótese 
é mostrada na tabela, tirada do artigo original. 

No Cap. 11, reconsideraremos a experiência de Bradley do 
ponto de vista da relatividade especial e confirmaremos (3) com 
uma precisão da ordem de 2. (Descobrimos, freqüentemente, que 
efeitos calculados até primeira ordem em v/c não são afetados 
pela relatividade. Entretanto, isto nem sempre é assim.) 


A diferença da A diferença da 
declinação por declinação por 


observação, hipótese, 
seg de arco seg de arco 
17. 20 de outubro 45 as 
17 de novembro us 2 
6 de dezembro 175 185 
28 de dezembro 2 26 
1728. 24 de janeiro x E 
10 de fevereiro 38 ” 
7 de março » » 
24 de março n EJ 
6 de abril 3 E 
6 de maio as »s 
5 de junho 18s » 
15 de junho ns 1 
3 de julho us us 
2 de agòsto 4 4 
6 de setembro o o 


A extremidade do eixo com um ponto para 

o tubo de chumbo 
a O Y sôbre o qual êle repousa 
b.b. Parafusos de ajustagem E 
€. O parafuso para regular o tubo de chumbo & 
dd. Suportes de ferro 
ik. Suportes de latão 


rafuso & suporte para prender o protetor 
de madeira ao suporte de latão ik. 

. parafuso micrométrico 

g Um parafuso para remover a pressão do 
microscópio do parafuso micrométrico 
quando o instrumento não está em uso, 
B. O telescópio foi tirado da posição ver- 


m3 


z 


tical para mostrar o protetor de madeira 
do tubo de chumbo. E o arco à direita do 
telescópio está interrompido para mostrar 
o parafuso micrométrico. 

h. Um suporte trazeiro sôbre o qual escorrega 
o micrômetro e ao qual está prêso. 


Proteção de madeira do tubo de chumbo 


O aparélho de roda dentada de Fizeau, 1849. A 
luz da fonte puntiforme S é refletida por um 
espelho semiprateado M, através da roda dentada 
R que gira sôbre o eixo X-X. A luz vai em seguida 
ao espelho M, e retorna ao observador O através 
de R e M, 


O pulso P, de velocidade c, deve ir a M, e retornar 
a R (distância total 21) no tempo que um dente 
gasta para avançar de um espaço, se tiver que 
ser transmitido a O. Fizeau determinou e a 
partir de Le da velocidade angular de R. 


O feixe luminoso e a roda centada R conforme 
vistos por um observador O A rotação de R 
corta o feixe luminoso procedente de $, M, em 
pulsos curtos. (A luz sómente pode passar de 
M, a M, se não houver um dente no seu caminho), 


Rodas dentadas e espelhos girantes. A primeira determinação 
terrestre da velocidade da luz foi feita por Fizeau, em 1840, que 
encontrou o valor de 

e = (315.300 + 500) km/seg 
para a velocidade da luz no ar. * Éle usou uma roda dentada gi- 
rante como interruptor de luz para determinar o tempo de trân- 
sito de um sinal luminoso sôbre um percurso de 2 x 8633 m. 

O aparelhamento com rodas dentadas foi logo substituído 
por um dispositivo que usava um espelho girante, que dá maior 
luminosidade e permite melhor focalização. A arranjo usado por 
Foucault, em 1850, é mostrado na figura ao lado. O melhor valor 
que Ele obteve (1862) para a velocidade da luz no ar é 

c = (298.000 + 500) km/seg. 
Um aperfeiçoamento do dispositivo de espelhos girantes foi 
usado por Michelson (1927), sôbre um trajeto de 22 milhas, entre 
os montes Wilson e San Antonio na Califórnia. No seu dispo- 
sitivo, a fonte luminosa está no foco da lente, fornecendo um feixe 
de raios paralelos sôbre um trajeto longo - Êle encontrou o valor 
c€ = (299.796 + 4) kmjseg. 
Este trabalho excede em precisão todos os anteriores; maiores 
detalhes são dados no Probl. 3, 


Cavidade ressonante. É possível determinar, com alta pre- 
cisão, a freqência, à qual uma cavidade ressonante de dimensões 
conhecidas (uma caixa metálica) contém um número conhecido 


*A velocidade da luz no vácuo foi calculada como sendo cêrca de 91 km/seg 
mais alia do que no ar. 
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O aparêlho de espelho girante de Foucault, 1850, 
consistia numa fresta S, como fonte de luz, um 
espelho semiprateado M; , um espelho girante R 
(eixo de rotação perpendicular ao papel) e um 
espelho esférico M3. A trajetória do feixe entre 
Sa M, é mostrada. 


de comprimentos de onda de radiação eletromagnética. A velo- 
- cidade da luz é então calculada a partir da relação teórica 

c=ày 19 
que liga o comprimento de onda 7 à frequência v. A cavidade é 
usualmente evacuada. É necessário corrigir as dimensões internas 
da cavidade para a pequena distância de penetração* do campo 
eletromagnético dentro da superficie do metal. Essen (1950) usou 
fregliências de 5960, 9000 e 9500 Mc/seg, achando 

c = (299.7925 + 1)km/seg. 

“Shoran”.** O método “Shoran” utiliza um retransmissor de 
radar, um dispositivo que, quando recebe um pulso de radar, 
imediatamente transmite um outro; é algo semelhante a um espe- 
lho não direcional, mas um espelho que amplifica o sinal rece- 
bido antes de reemiti-lo. 

Na medição da velocidade da luz os retransmissores são colo- 
cados nos pontos A e B. Um transmissor de radar, colocado 
algures sôbre a reta que une os dois pontos, emite um pulso de 
energia eletromagnética e um receptor, colocado no mesmo lugar, 
mede o tempo necessário para que um pulso transmitido alcance 
um dos retransmissores e seja devolvido. A distância entre o 
transmissor e os retransmissores de radar podê ser medida com 
muita exatidão pelos métodos usuais de topografia. Para distân- 
cias da ordem de 107 cm (100 km), o êrro é apenas de 10cm. 


A distância de penetração é da ordem de um micron (abreviação x; 1 u = 10-+ 
cm), para cobre à temperatura ambiente, a 10!º eps. Existem aínda outras corre- 
qões que devem ser feitas. 

Esta palavra é uma abreviação da expressão inglêsa “SHOrt RAnge Navi- 
gation", ou navegação de curto alcance. 


Com R estacionário, o feixe de luz de M, a R 
a M; é refletido de volta a M, pelo mesmo ca- 
minho e detetado em O. 


Quando o espelho R gira, a luz de Sa Ra M, 
volta encontrando o espelho girante numa outra 
posição R’. Assim O observa sôbre M, uma 
imagem deslocada. Foucault determinou c a 
partir de L, do deslocamento da imagem e da 
velocidade angular do espelho. 


Um método moderno de determinação de c. 
A luz de uma fonte $ é modulada em amplitude 
na célula de Kerr K, sendo então passada ao 
espelho M e ao detetor fotoelétrico D através 
das lentes 1s. A sensibilidade do fotodetetor 
e a célula de Kerr estão sincronizados por meio 
do gerador de radiofrequência modulada RF. 


Intervalos de tempo tão curtos como 107º seg também podem 
ser medidos muito acuradamente, por meio de relógios de cristal 
de quartzo. 
Se t4 fôr o tempo necessário para a propagação do pulso entre 
O transmissor e o retransmissor em A, então o intervalo medido 
de tempo decorrido será 
Ta= 2t, + dp o 


onde ô, é o atraso na resposta do retransmissor. O tempo de 
atraso é fácilmente determinado por meio de uma medida sepa- 
Tada. Poderiamos medir a velocidade da luz colocando o trans- 
missor no ponto B e calculando c da relação 


Zas (8) 


onde Lys É à distância entre A e B. Mas, podemos acumular mais 
dados e usar distâncias mais longas, se colocarmos o transmissor 
de pulsos num avião voando a grande altura e medirmos o atraso 
dos sinais devolvidos pelos retransmissores em A e em B. O 
voa sôbre a reta que os une. Desta forma, Aslakson obteve 


c = (299:7942 + 19)km/seg 


A precisão do método é limitada pela da medida de distâncias 
terrestres e pelas condições atmosféricas, mas o valor de e obtido 
é muito bom. O trabalho original expos erros sistemáticos nas 
medidas anteriores, 


Detetor de luz modulado. Um espelho M reflete luz de uma fonte 
S a uma célula fotoelétrica D. A intensidade da fonte é modulada 
radiofrequência, por um oscilador, que também modula a sen- 
sibilidade da célula fotoelétrica à mesma freqüència. A resposta 
será máxima quando a luz de intensidade máxima alcançar a 
célula fotoelétrica no instante da sensibilidade máxima. Para 
que isto aconteça, o tempo de propagação da luz entre S e D deve 
ser igual a um número inteiro de períodos N da radiofrequência 
moduladora v. O tempo decorrido é então N/y, a partir do qual 


cmd, o 
se Lfôr a distância de S e D ao espelho. Os trajetos usados são 
da ordem de 10km. 

Usando êste método, Bergstrand mediu 


(299.793,1 + 0,3) km/seg. 


Note que o êrro estimado é muito baixo. O mesmo dispositivo 
é usado (conjuntamente com um valor padrão de c) para deter- 
minar comprimentos geodésicos sôbre distâncias de até 40 km; 
nesta aplicação, èle ê conhecido como geodímetro. 


à sensibilidade do detetor esto 
defasudos de 180°, de modo que 
não há resposta 


Para e temos isto 


À medida que variumos continuamente 
à posição de M, obtemos 


Medida de Bergstrand de c 
basca-se no método de “de- 
teção de fase” sendo seme- 
lhante à experiência aqui 
descrita. 


Duas fontes de êrro apresentam interêsse especial em experi- 
ências dêste tipo. A primeira é que o intervalo de tempo medido 
inclui não sómente o tempo de trânsito da luz, mas também o 
dos elétrons que transportam o sinal.entre os elétrodos da célula 
fotoelétrica detetora. O tempo de trânsito dos elétrons depende 
da posição da imagem da fonte luminosa sôbre o foto-cátodo. 
Um deslocamento desta imagem de alguns milimetros produz 
uma diferença de tempo de trânsito até 107º seg. Em primeiras 
experiências dêste tipo, eram comparados os intervalos de tempo 
de dois feixes de luz. O comprimento do percurso de um dos feixes 
era fixo e o do outro era variado. Mas não era possível focalizar 
imagens coincidentes de ambos os feixes sôbre o foto-cátodo. 
Usando um feixe único, Bergstrand teve de lidar com uma ima- 
gem apenas e assim, embora tivesse de corregir para o tempo 
de trânsito, podia fazer, por meio de focalização apropriada, 
que a posição da imagem fôsse uma constante do aparêlho. A 
segunda é que as condições para a resposta máxima e mínima da 
célula fotoelétrica não são muito bem definidas, porque os topos 
da onda senoidal não são agudos. Uma segunda frequência modu- 
ladora é usada para definir mais nitidamente a resposta. 

Centenas de medições de c têm sido feitas, durante os últimos. 
“cem anos, por êstes e por uma dúzia ou mais de outros métodos. 
O valor atualmente aceito é 


€ = (2.997.925 + 0,000.003) x 10° cm/seg. qo) 


Isto representa um consenso das medições recentes mais seguras, 
por diversos métodos, nos quais foram investigadas ondas eletro- 
magnéticas desde as de radiofrequência, 10º cps, até os raios gama, 
102? cps. Nas fregiiências mais altas, a precisão não é tão boa 
como nas fregiências de radio ou nas óticas, mas, atualmente, 
não existe motivo para crer que c varia com a freqüència da ra- 


diação. 


EFEITO DOPPLER 


Éste é um ponto conveniente para uma discussão não rela- 
tivística do efeito Doppler. O efeito Doppler, ou desvio de Doppler, 
relaciona a frequência medida de uma onda com as velocidades 
relativas do transmissor, do meio e do receptor. É vantajoso iniciar 
a discussão com ondas sonoras que se propagam num liquido ou 
num gás, porque o papel do meio é intuitivamente claro no caso 
destas ondas. Sabemos que as ondas sonoras não podem existir 
sem um meio pelo qual possam propagar-se. Veremos que um 


tal meio não existe para ondas luminosas: esta é uma conclusão 
experimental, 


FONTE EM MOVIMENTO ATRAVÉS DO MEIO; RE- 
CEPTOR EM REPOUSO. Seja o transmissor fixo na origem 
de um referencial Galileano T, que se move em relação ao recep- 
tor, situado na origem de um outro sistema Galileano R. Supo- 
mos, por ora, que o meio de propagação M está em repouso em 
relação a R, de modo que o sistema R é coincidente com o M- 
O sistema do transmissor T move-se relativamente a R (e M) 
com a velocidade 


v= a 


Para V positivo, o transmissor move-se da esquerda em direção 
ao receptor. 

A velocidade do som relativa ao meio depende apenas das 
propriedades mecânicas dêste meio e, de maneira nenhuma, da ve- 
Tocidade da fonte relativa a Ele, Trata-se de algo semelhante a jogar 
objetos sôbre uma correia transportadora. Não importa quão rà- 
pidamente você corra paralelamente a ela, a velocidade do objeto, 
uma vez que caia e grude na correia, será exatamente a da própria. 
correia. Dado um determinado meio, a velocidade do som neste 
meio é determinada. Teremos a relação seguinte entre o compri- 
mento, frequência e velocidade da onda 


dave = Dy- (12) 


Esta relação é óbvia desde que v, seja constante, uma vez que 
va é o número de ciclos que passam por um ponto por segundo 
€ 2y é simplesmente o comprimento (em centimetros digamos) 
de cada ciclo, Assim, o número de centimetros que passam pelo 
ponto por segundo é dado por Zevp. A densidade e a constante 
elástica do meio determinam a velocidade da onda sonora. Quan- 
do geramos uma frequência vg, o comprimento de onda Ay é 
determinado univocamente pela (12). (Ondas elásticas são discuti- 
das no Vol. TI) 

Suponha que o transmissor emite um pacote de N ondas na 
direção X, no tempo r. (Designamos por uma onda um compri- 
mento de onda completo.) Neste tempo, a primeira onda atra- 
vessará uma distância v, do meio; a última onda apenas terá 
deixado o transmissor no fim dêste intervalo de tempo, durante 
o qual o transmissor terá avançado uma distância V£ em relação 
ao meio. A distância entre a frente e o fim do trem de ondas é 
(ts — Vt, e há N ondas nesta distância. O comprimento de onda 


Ondas sonoras geradas por uma fonte estacio- 
nária: S emite ondas sonoras esféricas, de com- 


primento de onda i,, frequência 


Ps = Yolo- 


(13) 


(14) 


Th 


O transmissor, entretanto, emite N ondas em + segundos, de 
modo que a fregilência no seu próprio sistema de referência é 


N 
T (15) 


w= 


Substituindo (14) em (15), temos 


Y io (16) 


Assim, quando Vé positivo, (transmissor movendo-se na di- 
reção do receptor), a fregiiência recebida por êle é mais alta que 
a transmitida. Quando Vé negativo (transmissor afastando-se do 
receptor), a fregiiência recebida é mais baixa do que a transmitida. 
O deslocamento de freqüència é conhecido como efeito ou deslo- 
camento Doppler. Para um avião a jato, Vé da ordem de grandeza 
da velocidade do som no ar e o efeito Doppler é bastante grande, 
Quando Wr, < 1, podemos aproximar (16) por 


msm(1 + an 
até têrmos da ordem de Vr,- 


so 


Eleito Doppler: A fonte S' tem velocidade = K, 
relativamente ao meio, e emite ondas de fre- 
gilência vo. A frente de onda 1 é emitida quando 
S está em y = 0 e propaga-se radialmente para 
fora de lá. A frente de onda 2 é emitida quando 
S está em y = VTe propaga-se radialmente para 
fora de lá, etc. 


Um observador estacionário no meio, no ponto 
P, observa ondas de comprimento de onda 7. A fregõência destas ondas, de acórdo com o 
observador em P, èv = ei. 


Considere agora um observador que se move Então o observador alcançará a frente de onda 
através do meio com velocidade V. Suponha que seguinte quando (r, + Vr = À Assim, para o 
a frente de onda 2 esteja em P em + = 0. observador móvel, 


Para ondas de luz esta aproximação continua 
válida na aproximação V < c, mas não podemos 
mais perguntar se é o observador ou a fonte que 
está se movendo. 


FONTE EM REPOUSO; RECEPTOR EM MOVIMENTO 
ATRAVÉS DO MEIO. Consideremos*o transmissor T em re- 
pouso em M, e o receptor R movendo-se da direita, na direção 
de T, com velocidade V = — Vx, onde V é um número positivo. 
O trem de N ondas, emitido no intervalo t, ocupa um compri- 
mento e; no meio. A velocidade da onda sonora, relativa ao 
receptor, év, + K de modo que êle recebe N ondas no intervalo 


st 
+ 


A frequência vista por R é portanto 
Nica NUR 
oae, tm 


(i8) 


então 


mea +. a9) 


Este resultado não é exatamente o mesmo que o (16) para o pro- 
blema anterior, mas vemos, por comparação da (17) com (19), 
que os dois resultados são idênticos até têrmos da ordem de 
Vip, . Veremos, no Cap. 11, que os resultados (16) e (19) são válidos 
também para ondas luminosas no vácuo, mas sómente até primeira 
ordem em V/c. No caso das ondas sonoras, os tèrmos de segunda 
ordem em Vic são diferentes em (17) e (19), de modo que neste caso 
podemos determinar experimentalmente se é o transmissor ou o 
receptor que se move em relação ao meio. O meio é essencial 
para a propagação das ondas sonoras. No caso das ondas lumi- 
nosas, verificar-se-á que os têrmos de segunda ordem são iguais 


FONTE E RECEPTOR MOVENDO-SE JUNTOS. Suponha 
que tanto a fonte como o receptor movam-se juntos, com veloci- 
dade V relativa ao meio. Percebemos ficilmente que vg = vr, 
pois os pulsos emitidos a intervalos T = 1/v, são recebidos a 
intervalos 7. Podemos combinar (16) e (19), usando os sinais 
apropriados de acôrdo com a direção do movimento do trans- 
missor e do receptor 


aa Fri 
nº TEVE (125) T= (19) 


Assim, a frequência não muda; a velocidade aparente de propa- 
gação evidentemente muda, pelo fluxo do meio. 
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EXEMPLO. O DESLOCAMENTO RECESSIONAL PARA 
O VERMELHO. A análise espetroscópica da luz, recebida de 
galáxias distantes, mostra que certas linhas espetrais proeminen- 
tes estão apreciâvelmente muito deslocadas na direção da extre- 
midade vermelha, ou de baixa freqüência, do esperro visível O 
deslocamento pode ser interpretado como um deslocamento 
Doppler devido à velocidade de recessão da fonte. Sabe-se, tam- 
bém, que a magnitude fracional do deslocamento, Av/y ou A7/2, 
é diretamente proporcional à distância que nos separa da fonte, 
desde que o deslocamento fracional seja < 1. Êste é um fato obser- 
vado, extraordinário e excitante. A explicação não-relativistica 
mais simples da relação distância-velocidade é conhecida como 
à teoria da “grande explosão”, de acôrdo com a qual o universo 
foi formado a partir de uma explosão há cêrca de 10'º anos. Os 
produtos mais velozes da explosão original formam agora as re- 
gides mais externas do universo. Assim, quanto maior à veloci- 
dade radial da matéria (relativa a nós), tanto mais afastada de 
nós ela está e maior é o deslocamento para o vermelho. Existem. 
também, explicações mais sofisticadas do deslocamento recessio- 
nal para o vermelho; nenhuma está provada. 

Um par fâcilmente reconhecível de linhas de absorção, no 
espetro do potássio (as linhas K e H), é proeminente nos espetros 
de muitas estrêlas. Estas linhas ocorrem perto do comprimento 
de onda* de 3950 À, nos laboratórios terrestres. Admítimos que 
observadores num laboratório, que se mova no sistema de re- 
pouso de qualquer estrêla, mediriam o mesmo comprimento de 
onda. Observamos, na luz proveniente de uma nebulosa na cons- 
telação de Boótes, as mesmas linhas num comprimento de onda 
de 4470 À, com um deslocamento para o vermelho de 4470 — 
3950 = 520 À, Isto é um deslocamento relativo de 


A _ 520 
4 *3950 


Observamos que, usando (16) com v, igual a c (conforme será 


=013. (20) 


*1 angstrom = 10% em 
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O efeito Doppler observado na luz proveniente 
de estrélas distantes indica que as galáxias estão 
se afastando de nós com velocidade propor- 
cional à sua distância da terra. 


Dois espectrogramas (tomados em ocasiões dife- 
rentes) da estrêla binária a! Geminorum. Apenas 
uma das duas estrêlas do sistema binário emite 
luz suficiente para ser detetada. Note que as 
linhas espetrais da estrêla estão deslocadas, rela- 
tivamente às linhas de referência de laboratório, 
em direções diferentes que correspondem is dutis 
fases do movimento da estréla. Numa das fases 
a estréla está se movendo em direção à terra e 
a frequência da luz é aumentada; na outra fase 
a estréla se afasta da terra e a frequência diminui. 
(Fotografia do “Lick Observatory”) 


Expéctro de referência do laboratório 
Estrêla que se aproxima 


Estrêla que se afasta 


Espéciro de referência do laboratório. 


justificado para ondas de luz no Cap. 11), e diferenciando* 
+= cj), com c constante. 
Av A 


v 
EEE N a 
onde usamos a (17) com +, = c, conforme será justificado no 
Cap. 11. Concluímos de (21) que a nebulosa está se afastando 
de nós com velocidade relativa de V = 0,13 c, o que é bastante 
rápido. Para velocidades mais altas, devemos usar uma ou outra 
das relações para o efeito Doppler, modificada pela teoria dos 
modelos relativísticos do universo.** 

Observações análogas de numerosas galáxias podem ser com- 
binadas com estimativas independentes de suas distâncias, para 
obter um resultado empirico espantoso: a velocidade relativa de 
uma galáxia, à distância r de nós, pode ser representada por 
uma relação 


` 21) 


V=a, ey 
onde a constante a é determinada experimentalmente como cêrca 
de 3 x 107'5 seg". (A estimativa de distâncias intergaláticas 
é um assunto complexo a respeito do qual deve ser consultado um 
testo de astronomia.) O inverso de a tem as dimensões de tempo: 


3 x 10!” seg = 10!º anos. (23 


Quando multiplicamos 1/x por c, obtemos um comprimento 

E = (8 x 101963 x 1087) = 102º cm. (24) 
O tempo (23) é denominado imprecisamente de “idade do uni- 
verso” e o comprimento (24) de “raio do universo”. O significado 
real destas quantidades não é conhecido presentemente, embora 
diversos modelos cosmológicos tenham sido propostos a fim de 
explicar a forma da relação (22). 


VELOCIDADE DA LUZ EM SISTEMAS DE REFERÊNCIA 
INERCIAIS EM MOVIMENTO RELATIVO 


Uma aplicação elementar da transformação de Galileu ao pro- 
blema do receptor móvel requer que a velocidade da luz, no 
referencial do receptor, seja diferente de c. De acórdo com o senso 
comum esperaríamos que a velocidade da luz cy, relativa ao 
receptor móvel, fôsse dada por 


FÃ (25) 


onde Vé a velocidade do receptor suposto em movimento apro- 
— * Note um pequeno truque calulacional: suponha que y = 4º, onde A, n 
são constantes e desejamos calcular dy/y em função de dx/x. Tomamos o loga- 
ritmo natural de ambos os lados, formando log y = log 4 + n log x. Tomamos, 
em seguida, as diferenciais de ambos os lados para obter dy/y = nlx/x. Usamos 
aqui a relação d log x = 1/x. 

** Veja G. C. McVitties, Physics Today pág 70 (julho 1964) 


sa 


Quando u é uma velocidade terrestre usual, no sistema inercial Sº observaremos u” 
observada num referencial inercial S, a trans- 
formação Galileana nos diz que. 


Entretanto experiências mostram que quando um terá também velocidade c em S- 
objeto tem velocidade c em S, 
ximando-se (+) ou afastando-se (—) da fonte. Isto parece uma ma- 
neira perfeitamente razoável de adicionar velocidades. A mesma 
relação deveria ser válida quando a fonte e o receptor estivessem 
em repouso e o meio em movimento com velocidade V. A relação 
(25) é aparentemente obedecida em incontáveis experiências diá- 
rias, pelo menos quando a luz não está envolvida. Ela é válida 
para ondas sonoras, quando r, é escrito em lugar de c. Mas não 
é verdadeira, mesmo aproximadamente, para ondas luminosas 
no vácuo. Verifica-se experimentalmente que 
a=e 29 


para qualquer referencial, independentemente de sua velocidade, e 
independentemente da velocidade relativa a um meio de propa- 
gação imaginário, Êste fato demonstrado está na base da for- 
mulação relativistica das leis da fisica. 

Examinaremos agora a base experimental de (26). Existem 
muito tipos diferentes de experiências que apóiam a teoria da 
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relatividade especial; as que levam a-(26) constituem um ponto 
de partida conveniente. Consideremos as experiências que mos- 
tram que a velocidade da luz é independente da velocidade da 
terra em sua órbita em târno do sol (3 x 10º cm/seg). 

Suponhamos, primeiro, como o fizeram os físicos do século 
dezenove, que a luz se propaga como uma oscilação num meio, 
exatamente como o som se propaga como uma oscilação dos 
átomos de um líquido, sólido ou gás. O meio através do qual se 
propagam as ondas luminosas foi chamado de éter. 

O que é éter? Atualmente consideramos que se trata apenas 
de uma outra designação do vácuo. Mas Maxwell, e muitos outros, 
não conseguiam imaginar um campo como um ente auto-supor- 
tável propagando-se no vácuo. Maxwell argumentava: “Mas, em 
tódas estas teorias, ocorre naturalmente a questão: Se algo é 
transmifido à distância, de uma partícula à outra, qual é a sua 
condição depois que deixou uma partícula e antes de alcançar a 
outra? Se êste algo é a energia potencial das duas partículas, como 
na Teoria de Neumann, como podemos conceber esta energia 
como existente num ponto do espaço, sem coincidir nem com 
uma nem com a outra partícula? Na realidade, sempre que ener- 
gia fôr transmitida no tempo de um corpo a outro, deve haver 
um meio ou substância na qual a energia exista depois que deixa 
um corpo e antes que alcança o outro, pois a energia, conforme 
disse Torricelli, “e a quintessência de uma natureza tão sutil, 
que não pode ser contida em nenhum vaso, exceto na substância 
mais íntima das coisas materiais.” Portanto, tódas estas teorias 
levam à concepção de um meio através do qual se verifica a pro- 
pagação, e se admitirmos êste meio como uma hipótese, penso 
que êle deveria ocupar um lugar proeminente nas nossas investi- 
gações, e deveriamos esforçar-nos para construir uma represen- 
tação mental de todos os detalhes de sua ação, como foi o meu 
objetivo constante ao longo dêste tratado.” 

Uma experiência direta óbvia para testar a possível depen- 
dência da velocidade da luz com o movimento da terra é medir 
precisamente o tempo de passagem, numa direção, de um pulso lu- 
minoso sôbre uma distância conhecida. Isto poderia ser feito 
separadamente em ambas as direções de uma linha Norte-Sul e 
depois numa leste-oeste e, finalmente, repetido novamente após 
seis meses, quando a direção da velocidade da terra em tôrno do 
sol tivesse invertido. Com o desenvolvimento dos lasers, passaram 
a existir relógios suficientemente precisos para permitir uma tal 
experiência direta, atualmente, o fator tecnológico limitador pa- 
rece ser o tempo de subida de um pulso, 107º seg, isto introduz 
um êrro efetivo de 107° c = 30 cm no comprimento do trajeto. 
Numa tal experiência, os relógios devem ser sincronizados num 
ponto e então separados vagarosamente para suas posições finais. 


Numerosas experiências foram feitas para testar a (25); isto é, 
para detetar um deslocamento em relação ao éter. Tódas elas 
falharam em mostrar um movimento da terra através do éter 
as mais cruciais foram as realizadas por Michelson e Morley 


EXPERIÊNCIAS DE MICHELSON-MORLEY. Dois feixes de 
ondas luminosas, emitidos pela mesma fonte, podem interferir 
construtiva ou destrutivamente num ponto, dependendo da fase 
relativa das ondas neste ponto. A fase relativa pode ser variada 

s de ondas viajar mais longe do que o outro. 
Michelson e Morley construíram um interferômetro elaborado, 
cujas partes essenciais estão contidas nas figuras. O feixe de luz, 


37 


Um aparelhamento de precisão para experiências. 
óticas relativísticas, usando dois lasers de gás. 
O local é uma antiga adega em Round Hill 
Massachusetts. Os cientistas são Charles H. 
Townes e Ali Javan. 


O interferômetro usado na experiência de Michel- 
son-Morley consiste numa fonte de luz s, um 
espelho semiprateado a, espelhos b e c e um 
telescópio detetor d; f representa o foco do 
telescópio. Se o interferômetro estiver em repouso. 
no éter, um padrão de interferência entre os 
feixes aba e aca... 


será observado em d, Se o aparélho (e a terra) 
tiver velocidade V relativamente ao éter hipo- 
tético, seria de esperar que o padrão de interfe- 
rência em d variasse, pois os tempos necessários 
para atravessar aba e aca variariam em inter- 
valos diferentes. A fim de perceber isto... 


produzido por uma fonte s, era dividido em dois por um espelho 
semi-prateado em a. Continuamos a descrição da experiência 
essencialmente nas palavras e notação dos próprios realizadores:* 
“Seja sa (Fig 1) um raio de luz que é parcialmente refletido em 
ab e parcialmente transmitido em ac, sendo devolvido pelos espe- 
lhos b e c, ao longo de ba e ca. ba é parcialmente transmitido ao 
longo de ad e ca é parcialmente refletido ao longo de ad. Se os 
trajetos ab e ac forem iguais, os dois raios interferirão ao longo 
de ad. Suponhamos agora, o éter estando em repouso, que todo o 
aparêlho se mova na direção sc com a velocidade orbital da terra 


as direções e as distâncias atravessadas pelos raios serão alteradas 
da seguinte forma: — O raio sa é refletido ao longo de ab (Fig. 2 


e seguintes); uma vez que o ângulo aba é igual à aberração z, êle 
é devolvido ao longo de b'a, (ab'a' = 2a) e dirige-se ao foco do 
telescópio, cuja direção permanece inalterada. O raio transmi- 
tido viaja ào longo de ac”. é devolvido ao longo de c'a’, é refletido 
em a, formando ca'd igual a 90 — a, e portanto continuando 
coincidente com o primeiro raio. É possivel notar que os raios 
bd e dd não mais se encontram no mesmo ponto d’, embora a 
diferença seja de segunda ordem: isto não afeta a validez do 
raciocínio. Procuremos, agora, a diferença entre os dois trajetos 
abd e aca. 
“Seja c = velocidade da luz 

V= velocidade orbital da terra 

D = distância ab ou ac (Fig. 1). 
tempo gasto pela luz para ir de a até c'. 
T = tempo gasto pela luz para voltar de c' a a' (Fig. 2 


e seguintes). 
Então Es D 
> T- (Era 
O tempo total da ida e vinda é 
T+T = D-r yr (27b) 
e a distância percorrida neste tempo é 
e vz 
20 a prsa +e} 279 


desprezando têrmos de quarta ordem. O comprimento do outro 
trajeto é evidentemente 
v 
2D y k (7d) 


*A A. Michelsom e E. W. Morley, Am J. Sci. 34, 333 (1887) Esta foi uma 
das experiências mais notáveis do século dezenove. Simples em principio, levou 
a uma revolução cientifica de profundas consegências. Note que a relação entre 
a velocidade orbital da terra e a da luz é cèrca de 10-%, Ao reproduzir o excerto, 
substtuimos e pelo seu K; e Y pelo seu 1; observações intercaladas estão entre 
parênteses. 
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considere um referencial Galileano S, que se De acôrdo com a transformação de Galileu, a 

move junto com a terra e o interferômetro. S é luz que se move para a direita tem velocidade 

um sistema de Galileu em repouso no éter. e- Vem S: a luz que se move para a esquerda 
tem velocidade c + Vem S. 


aa | 


Assim, o tempo necessário para ir de a até ¢ 

e de volta a d é 

(ac), (ue) Qual é o tempo Arabia) = 2 necessário para 
P eF ir de a até b e de volta para a? No sistema Gali- 

. igini n Pe leano S, em repouso no éter, o interferômetro 

gondii raria F tem velocidade V para a direita; a luz tem velo- 

cidade c. 


e desvio do padrão de interferência quando varia 


Assim, mesmo se (ab) = (ac) a transformação de a velocidade do interferômetro relativamente ao 
Galileu leva-nos a esperar um éter. Nenhum desvio foi observado. 


Ataca) 


Perspectiva do aparélho descrito por Michelson e 
Morley no seu artigo de 1887. 


“Os resultados das observações estão expressos 
graficamente (na figura). A superior é a curva 
correspondente a observações feitas ao meio-dia, 
a inferior corresponde a observações feitas à 
tarde. As curvas tracejadas representam um oitavo 
dos deslocamentos teóricos. Parece razoável con- 
cluir da figura que se houver qualquer desloca- 
mento devido ao movimento da terra, relativa- 
mente ao éter, êle não pode ser muito maior que 
0,01 da distância entre as franjas”. (Michelson e 
Morley, ibid) O eixo vertical representa o deslo- 
camento das franjas; o eixo horizontal refere-se 
à orientação do interferômetro relativamente à 
direção leste-oeste, 


(278) 


em 
e agido 6 peró He Beo de 90%, à dikea ii a 
direção oposta e, portanto, o deslocamento das franjas de inter- 
ferência deve ser de 2D(V2/c?). Levando em consideração apenas 
a velocidade da terra em sua órbita, isto seria 2D x 107. Como 
na primeira experiência, D = 2 x 10º ondas de luz amarela, o 
deslocamento a ser esperado seria 0,04 da distância entre as 
linhas de interferência. 

“Na primeira experiência, uma das principais dificuldades en- 
contradas foi a de girar o aparélho sem produzir distorção; e 
outra foi a sua extrema sensibilidade à vibração, que era tanta 
que era impossível ver as linhas de difração, a não ser por inter- 
valos breves, quando se trabalhava na cidade, mesmo às duas 
da madrugada. Finalmente, como notamos antes, a quantidade 
a ser observada, a saber, um deslocamento de algo menos de 
imo da distância entre as linhas de interferência, pode 
ter sido pequena demais para ser detetada quando mascarada 
por erros experimentais. 

“As dificuldades mencionadas em primeiro lugar foram intei- 
ramente sobrepujadas (na segunda experiência) montando o apa- 
rélho sôbre uma grande pedra flutuante sôbre mercúrio; e as 
outras aumentando o trajeto da luz, através de reflexões múltiplas, 
até dez vêzes o seu valor primitivo. 

- - Considerando sômente o movimento orbital da terra, èste 
deslocamento deveria ser 


Lo so 
ab =2D x 107". 
A distância D era cêrca de 11 m, ou 2 x 107 comprimentos de 


onda da luz amarela; portanto, o deslocamento esperado era 04 
espessuras de linha de interferência [se a terra estivesse viajando 
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através de um éter]. O deslocamento observado foi certamente 
menor do que a vigésima parte disto, e provâvelmente menor 
do que um quadragésimo. Mas, uma vez que o deslocamento é 
proporcional ao quadrado da velocidade, a velocidade relativa 
da terra e do éter é provâvelmente menor do que um sexto da 
velocidade orbital da terra, e certamente menor do que um 
quarto” 

Os resultados experimentais de Michelson e Morley eram con- 
trários ao que poderia ser esperado com base na transformação 
de Galileu. Desde então, estas experiências foram repetidas (com 
variações) usando luz de diferentes comprimentos de onda, com 
luz estrelar, com luz extremamente monocromática de um laser 
moderno, a grandes alturas, abaixo da superficie terrestre, em 
continentes diferentes e em diversas estações do ano, durante o 
período de uns 80 anos, Podemos dizer que o deslocamento em 
relação ao éter é nulo, com uma precisão que é melhor expressa 
dizendo-se que as velocidades da luz, a favor e contra a corrente, 
são iguais com variações menores do que 10º cm/seg, ou 1 parte 
em 1000 da velocidade orbital da terra em redor do sol. 


INVARIÂNCIA DE c. O resultado nulo da experiência de Mi- 
chelson-Morley sugere que os efeitos do éter são indetetáveis. 
Isto significa que, ao considerar o efeito Doppler na propagação 
da luz, o resultado deveria envolver apenas o movimento relativo 
dos dois referenciais e não uma velocidade absoluta em relação 
a algum éter fixo.* O resultado da experiência também sugere 
que a velocidade da luz é independente do movimento da fonte 
ou do observador. Em relação ao segundo ponto, a evidência 
experimental é bastante boa, mas poderia ser melhorada. O tra- 
balho de Sadeh, citado no Cap. 11, mostra que a velocidade dos 
raios y é constante, dentro de + 10%, independente da velocidade 
da fonte, para velocidades da fonte da ordem de c/2. Concluimos, 
de tódas as provas experimentais, que uma frente de onda luminosa 
esférica, emitida por uma fônte puntiforme, num sistema de refe- 
rência inercial, parecerá esférica a um observador em qualquer 
outro sistema inercial. 

Notamos, numa seção anterior, que a velocidade das ondas 
eletromagnéticas é independente da frequência sôbre um interva- 
lo entre 10º e 10°? cps, Medidas cuidadosas mostram também 
que c é independente da intensidade da luz e da presença de outros 
campos elétricos ou magnéticos. As nossas discussões estavam 
inteiramente limitadas a ondas eletromagnéticas que se propa- 
gavam no vácuo. 

— * Note que, neste respeito, a propagação da luz não é semelhante a do som. 
Ao tratar o efeito Doppler do som, tinhamos de conhecer a velocidade do meio, 
relativamente ao transmissor e so receptor. À experiência de Michelson-Morley 
nos diz que, no caso da propagação da luz no vácuo, devemos esquecer do éter 
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A disposição geral da experiência sôbre a velo- 
cidade limite. Os elétrons são acelerados por 
um campo uniforme à esquerda e o seu tempo 
de vôo entre A e B medido pelo osciloscópio. 


A VELOCIDADE LIMITE. Vimos que ondas eletromagné- 
ticas no vácuo só podem viajar com a velocidade c. Será possível 
que a velocidade de algo exceda o limite de velocidade c? 

Considere o movimento de particulas carregadas num acele- 
rador. É possível acelerar as partículas a velocidades superiores 
a e? Neste curso, ainda não encontramos diretamente qualquer 
princípio que impedisse a aceleração de particulas carregadas a 
velocidades arbitráriamente altas. 

A experiência seguinte” ilustra a proposição de que uma par- 
ticula não pode ser acelerada à velocidade maior do que c. Elétrons 
são acelerados, num acelerador de Van de Graaf, por campos 
eletrostáticos sucessivamente crescentes, após o que passam a 
viajar com velocidade constante através de uma região livre de 
campos. O seu tempo de vôo, e portanto a sua velocidade sôbre 
uma distância conhecida AB, é medido diretamente, e a energia 
cinética (que é transformada em calor num alvo no fim do per- 
curso) é medida por meio de uma junção térmica calibrada. 

Nesta experiência, o potencial acelerador ọ é conhecido com 
boa precisão. A energia cinética de um elétron é 


K =eEL= ap, 


onde Lé a distância sôbre a qual se dá a aceleração e q = EL 
é a diferença de potencial elétrico entre as extremidades do traje- 
to de aceleração. Quando q = 10° volts, o elétron passa a ter, 
após a aceleração, energia de 1 x 10º elétron-volts (1 Mev); 
10° volts = 107300 statvolts, de modo que a energia cinética 
adquirida por um elétron é 

(4,80 x 10719) (106) 

300 


1,60 x 1078 erg. (28 


* Esta experiência foi realizada por W. Bertozzi em conexão com o filme 
PSSC “The Ultimate Speed”. O nosto relato basea-se diretamente no Cap. 4-3 
do programa de tópicos avançados da PSSC. Ver Am. J, Phys. 32, S51 (1964) 


322 


Se o feixe transporta N elétrons por segundo, a potência forne- 
cida ao alvo de alumínio no fim do trajeto deve ser 1,60 x 10 
N erg/seg. Isto concorda exatamente com a determinação direta 
da potência absorvida pelo alvo, através da medida feita com a 
junção térmica. Êste resultado confirma que os elétrons trans- 
mitem ao alvo a potência adquirida durante a aceleração. Além 


de modo que o gráfico de 1? vs. energia cinética K deveria ser 
uma reta. Entretanto, para energias maiores que aproximada- 
mente 10º ev, a relação linear entre v? e K deixa de ser válida 
experimentalmente. Ao invés, observa-se que a velocidade apro- 
xima-se do valor limite de 3 x 10!º cm/seg nas energias mais 
altas. Os resultados experimentais podem ser resumidos como 
se segue: O elétron absorve a energia esperada do campo acele- 
rador, mas sua velocidade não aumenta sem limite. Muitas outras 
experiências sugerem, como esta, que c é o limite superior da 
velocidade das partículas. Acreditamos assim, firmemente, que c 
éa velocidade máxima com que é possível transmitir um sinal. seja 
por meio de partículas seja por meio de ondas eletromagnéticas: 
c é a velocidade limite. 

Estamos, agora, preparados para estudar a relatividade espe- 
cial no Cap. 11, com o seguinte conhecimento experimental 


1. c é invariante entre sistemas de referência inerciais. 
2. c é a velocidade máxima de sinalização. 


3. Apenas velocidades relativas de sistemas inerciais têm signi- 
ficado na propagação da luz. 


4. Invariância Galileana é inadequada em altas velocidades 
relativas, porque medidas de comprimento e energia cinética 
em sistemas inerciais devem representar os resultados | e 2 


5. Do fato de que, em altas velocidades, t? não é proporcional 
à energia cinética, podemos esperar que a massa inercial varie 
com a velocidade. 


Examinamos apenas uma fração muito pequena das experi- 
ências que apóiam a teoria da relatividade especial, agora muito 
sólidamente estabelecida. Os físicos confiam tanto nesta teoria 
como em qualquer outra teoria da fisica. A nossa tarefa seguinte 
será formulá-la precisamente e entender algumas das suas con- 
seqliências principais 
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LISTA DE FILMES 


“Speed of Light” (21 min) W. Siebert (PSSC-MLA) A velocidade da luz é medida 
pelo tempo de vôo de um pulso luminoso e também pelo método do espelho 
girante. 

“The Ultimate Speed” (37,5 min) W. Bertozzi (filme ESI). A relação entre a ener- 
Sia cinética de elétrons e sua velocidade é investigada por técnicas calorimé- 
tricas e de tempo de vôo. Os resultados indicam uma velocidade limite igual 
a 6, de acôrdo com a teoria da relatividade especial. 

“Doppler Effect of Waves” (4 min) (filme ESI). Uma bela demonstração. Faz 
parte de um conjunto de nove demonstrações de fenômenos ondulatórios. 
fotografados num tanque de ondas. 


LEITURAS COMPLEMENTARES 


A. A. Michelson, “Studies in Oprics- (University of Chicago Press, Chicago, 1927; 
reimpressão em brochura, 1962). 


PROBLEMAS 


1. Deslocamento Doppler. Um navegador espacial deseja determinar sua velo- 
cidade de aproximação à lua. Envia um sinal de radiofrequência v = $000 Mejseg 
é compara esta freqtência com o seu eco, observando uma diferença de 86 Kejseg. 
Calcule a velocidade do veiculo espacial relativa à Iua. (A expressão não relati- 
vistica do efeito Doppler é suficientemente precisa para muitas finalidades) 
Resp. 26 x 10º cmjseg 

2 Deslocamento recessiona para o vermelho. Uma linha espetral, que aparece 
no laboratório, num comprimento de onda de 5000 À, é observada no espetro 
da luz proveniente de uma galáxia distante em 5200 À. 

a) Qual é a velocidade recessional da galáxia? Resp. 12 x 10º cm/seg 

G Quio longe está a galáxia? Resp. 4 x 102º em. 

à Velocidade da luz Nas famosas medidas de Michelson da velocidade da 
“luz, um prisma refletor octogonal, girando em redor do seu eixo, refletia um feixe 
luminoso de uma fonte distante. de volta a um observador próximo à fonte. Mede- 
se o tempo de trânsito da luz como sendo igual a um oitavo do periodo de rotação 
do prisma octogonal. A distância numa direção era L = 35410 + 0,003 km ea 
freqüència de rotação do prisma era » = 529 cps, com precisão de 3 x 10-* cps 

a) Calcule a velocidade da lu a partir désts dados. (Deve ser aplicada uma 
correção relativa de 10-* devida a efeitos atmosfëricos) 

b) O ângulo entre duas faces adjacentes quaisquer do prisma era de 135° + 0.1" 
Estime a precisão total da medida de c. 

4 Elipses de Io. Um dos satélites de Júpiter, Io, move-se numa órbita de 
ao 421 x 108º cm, com periodo médio de 425 horas. Roemer observou que o 
periodo variava regularmente durante o ano, com periodo de variação de apro- 
Ximadamente um ano. O máximo desvio do periodo da média foi de 15 se. em 
instantes afastados de érca de seis meses. Despreze o deslocamento orbital de 


Júpiter. 
a) Estime a distância que a terra percorre num periodo de movimento de To 
em tôrmo de Jüpiter. Resp. 45 x 10"'em. 


b) Quando parece mais longo o período de 10? 


6) Use o resultado anicrior € os dados fornecidos para estimar a velocidade 
da luz, 

d) Estime o atraso acumulado, em seis meses seguintes ao ponto de atraso 
nulo, quando a terra está mais próxima de Jipiter. 

é) Considere o sistema lo-Jópiter como uma fonte de luz modulada a fre- 
aiência de (1/42,5) ciclos pòr hora. Trate a variação do periodo observado como 
efeito Doppler e calcule a velocidade da luz de acôrdo com isto- 

S. Paralaxe estrelar. A paralaxe estrelar foi predita por Aristarco de Samos 
(ca. 200 AC) e foi finalmente observada, incontrovertidamente, por Bessel em 
1838, Uma tentativa notâvelmente mal sucedida foi feita por Bradley, que desco- 
‘briu em lugar disto a aberração da luz estrelar. No decurso de um ano, a posição 
aparente de uma estrêla varia entre extremos de aproximadamente 40", devido 
à aberração. 

a) Qual seria a distância em parsecs de uma estréia com paralaxe de 29 
A estréia mais próxima conhecida é a Centauri, à distância de cèrca de 1.3 parsecs- 

Resp. 005 parses 
© Mostre que o movimento aparente anual, devido à aberração, de estrèlas 
próximas à eclitica, é uma reta cujas extremidades subentendem ângulo de 40". 

6. Rotação das galáxias. Em 1916, antes que fössem conhecidas as grandes 
distâncias entre as nebulosas (galáxias) foi comunicado que a espiral MIO! girava 
como um corpo sólido com período de 85000 anos. O diâmetro angular obser- 
vado é de 22. Calcule a máxima distância possível da nebulosa, se o periodo 
acima fôr correto, supondo que as suas extremidades não se movem com velocida- 
de maior que c. (Medidas recentes de estréas de M101 situam-na à distância de 
85 x 102% em. É evidente que a rotação comunicada em 1916 era superestimada ) 

T. Estrêla variáveis. O telescópio de 200 polegadas do Monte Palomar mal 
consegue resolver estrélas individuais em galáxias afastadas de 3 x 10 cm. 
Um método para calibrar distâncias desta ordem de grandeza envolve a obser- 
vação dos periodos da luminosidade de certas estrêas variáveis do tipo Cefeidal. 
Uma tal estrëla é gravitacionalmente instável, e exibe pulsações periódicas no 
decurso das quais seu raio pode variar talvez de $ a 10% A temperatura da es- 
tréla varia com o mesmo periodo que o raio de modo que se observa variações 
periódicas do brilho, Períodos tão curtos como algumas horas também foram 
observados, Na nossa galáxia, uma Cefeide, cuja luminosidade intrinseca é 2 x 
10º vêzes a do sol, tem periodo de 50 dias. 

a) A partir da relação distância-velocidade, avalie a velocidade radial da ga- 
láxia à distância de 3 x 108º cm. 

b) Que periodo esperaria você observar, para esta Cefèide, numa galáxia à 
distância acima citada. 

8. Novas. Observa-se, ocasionalmente, que uma estréla sofre explosão na qual 
uma parte das suas camadas externas é capelida com alta velocidade. Uma tal 
estréia é chamada nota. Uma nova recente, observada visualmente, revelou possuir, 
após explosão, uma camada externa cujo diâmetro expandia-se de 03° por ano. 
O espetro da nova é um espetro estrelar normal superposto a largas linhas de 
emissão, cujas larguras (em comprimentos de onda) permanecem constantes em 
10 À (na vizinhança de um comprimento de onda de 5000 À), embora as suas 
luminosidades diminuam. À largura deve ser interpretada como uma medida do 
deslocamento Doppler entre as partes da estrêla que avançam na nossa direção. 
e as que se afastam de nós. Avalie a distância da nova, se a camada é óticamente 
fina (de modo que recebemos tanta luz do hemistério distante como do próximo. 

Resp 12% 108! cm 


9, Velocidades das galáxias. As velocidades radiais medidas das galáxias rela- 
tivas à terra não são isotrópicas sôbre o céu. A anisotropia resulta do movimento 
do sol (velocidade orbital) relativamente ao centro da nossa galáxia e do movi- 
mento próprio desta relativo ao padrão local extra galático de repouso. Exami- 
memos tódas as galáxias a uma determinada distância, digamos 3,26 x 107 anos luz. 

3) Qual ë a velocidade radial média destas galáxias” 

by Em que lugar de seus espetros estará a posição média da linha Ha do hi- 
drogênio? (No laboratório, dg, = 6563 x 10% cm) 

Encontramos na nossa amostra que, numa certa direção, as velocidades são 
de 300 kmiseg mais altas do que a média, e na direção exatamente oposta elas 
são menores pela mesma diferença. 

©) Qual é a velocidade do sol neste sistema de referência? 

d) Será esta, necessáriamente, a velocidade orbital do sol em tôrno do centro 
da nossa galáxia? 

©) Adimitindo que esta é a velocidade orbital, avalie a massa da nossa galáxia, 
Supondo tóda eia concentrada no centro e a órbita do sol cireular (a distância 
do centro da galáxia É de 3500 anos luz). Compare com a massa de 8 x 10% g, 
citada como a massa da galáxia e explique a diferença. 

Resp. À velocidade média das galáxias, conforme calculada da relação velo- 
cidade-distância, É 930 km/seg b) A linha Ha estará, em média, em 6.584 x 10-5 cm. 
©) 300 kmjseg d) Não, porque pode incluir qualquer movimento da nossa galáxia. 
como um todo neste sistema de referência. e) 45 x 10%? g Isto é menos do que 
a massa usualmente citada porque grande parte da massa da nossa galáxia não 
está no centro — na realidade muita massa está externa ao sol, onde não afeta 
O seu movimento e não pode ser detetada desta forma. 

10. Rotação das esrélas. Depreende-se dos aspetos superficiais do sol que 
le gira vagarosamente. com periodo de 25 dias no equador, Entretanto, algumas 
estréias viram muito mais depressa. Como pode isto ser estabelecido, em vista 
do fato de as estèlas estarem demasiadamente distantes para serem vistas a não 
“ser como pontos de luz? 


TÓPICO AVANÇADO. EMISSÃO DE RAIOS GAMA SEM RECUO DA 
FONTE. Um núcleo, num estado excitado de energia, pode emitir um fóton 
(raio gama) ao fazer a transição ao estado fundamental, ou não excitado. O pro- 
cesso inverso também pode ocorrer: Um núcieo no estado fundamental pode 
absorver um fóton, passando a um estado excitado. 

Suponha que preparemos uma fonte que contém núcleas excitados. No decurso 
do tempo, esta fonte emitirá fótons. Faremos com que èstes fotons sejam absor- 
vidos num alvo, que contém núcieos semelhantes no seu estado fundamenta. 
Êstes núcleos absorverão os fótons incidentes e passarão a reemitir fótons. O 


de energia de largura aproximada T, conforme mostrado no desenho. Aqui I é 
a letra grega maiúscula gama 

Um bom exemplo é o núcleo Fe”, que é formado num estado excitado como 
produto do decaimento radioativo do Co"? O estado excitado do Fe"? emite um 
fóton de energia de 144 kev, deixando o núcleo Fe?” no seu estado fundamental, 

Considere um núcleo de Fe"? num estado excitado e suponha que Ele esteja 
inicialmente em repouso no vácuo. Quando o fóton é emitido, o núcleo recua 
ma direção oposta à do fóton. 


a) Qual é a fregiência v do fóton de energia de 14,4 kev? Lembre que E = hr, 
onde h é a constante de Planck e E a energia. Resp. 35 x 10% ops 
by O momento linear do fóton é kvie. Qual é o momento de recuo do núcleo? 
Resp. 17x 101º giomjseg 
©) Mostre que a energia R de recuo do núcleo é 
E 


"= 


onde M é a massa do núcleo e E é a energia do fóton. Calcule R em elétron volts 
para o Fe” Resp. 2 x 1073 ev. 

Níveis nucleares de energia não são perfeitamente agudos, mas têm uma lar- 
gura, de acôrdo com o princípio de incerteza 


ma, 


= 
onde r é a vida média do estado. Para raios gama de baixa energia, como os do 
Fes7, a largura da energia dos níveis nucleares pode ser muito menor do que a 
energia de recuo R. Nesta situação, o raio gama não pode usualmente ser rezbsor- 
vido por um núcleo no estado fundamental, porque a frequência não está adaptada. 

Um método para sintonizar eficientemente as frequências do emissor e do 
absorvedor é dar à fonte uma velocidade relativa ao alvo. 

d) Qual é o valor requerido para esta velocidade para Fe”? 

e) Mössbauer observou que em algumas emissões de alguns cristais o mo- 
mento de recuo é absorvido pelo cristal como um todo, e não por um núcico 
individual. À temperatura ambiente, cerca de 707% dos fótons provenientes de 
um cristal de Fe são, neste sentido, quase sem recuo. Calcule R, para um fóton 
sem recuo, quando a massa do cristal de Fe é de 1 g 

Resp. 2 x 10> ev, que é completamente desprezível, 
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Transformações de Lorentz 
de comprimento e de tempo 


O resultado negativo da experiência de “Michelson-Morley, 
destinada a detetar um deslocamento relativo da terra em relação 
ao éter, sómente pode ser entendido efetuando uma mudança 
revolucionária na nossa maneira de pensar: o princípio nôvo 
que precisamos é simples e claro: 


A velocidade da luz é independente do movimento da fonte 
luminosa ou do receptor. 


Isto é, a velocidade da luz é a mesma em todos os sistemas de 
referência em movimento uniforme relativamente à fonte. Tódas 
as vastas consegiiências da teoria da relatividade especial seguem 
desta hipótese nova, que deve ser adicionada às nossas hipóteses 
anteriores, que o espaço é isotrópico e uniforme, e que as leis 
fundamentais da física são idênticas para quaisquer dois obser- 
vadores em movimento uniforme um em relação ao outro. 


As ondas eletromagnéticas, ou fótons, não são as únicas cuja 
velocidade é independente do movimento da fonte. Acreditamos 
que qualquer partícula de massa de repouso nula terá velocidade 
igual a c, independente do movimento da fonte; em particular, 
isto é verdadeiro para neutrinos e antincutrinos. Entretanto, 
limitaremos a nossa discussão a fótons por ser mais fácil realizar 
experiências com êles do que com neutrinos. 


Considere, em primeiro lugar, uma onda que se propaga a 
partir de uma fonte puntiforme. A frente de onda (superficie de 
fase constante) será uma esfera, quando vista no referencial no 
qual a fonte está em repouso, Mas, de acôrdo com o nosso nôvo 
princípio, a frente da onda também deve ser uma esfera, quando 
vista de um referencial em movimento uniforme relativo à fonte; 
pois de outra forma poderiamos dizer, pela forma da frente de 
onda, que a fonte está em movimento. A hipótese fundamental 
da independência da velocidade da luz com o movimento da fonte 
exige que sejamos incapazes de determinar, a partir da forma de 
frente de onda, se a fonte está ou não em movimento uniforme. 


Se S são dois sistemas inerciais. S' tem veloci- 
dade V relativamente a S. 


Suponha que uma fonte de luz está em repouso 
na origem de 5. 


A fonte tem velocidade — V em S- 


A TRANSFORMAÇÃO DE LORENTZ. Procuramos agora 
por uma transformação que tornará a velocidade da luz inde- 
pendente do movimento da fonte ou receptor. Seja S o referencial 
sem índice linha, aquêle em que a fonte está em repouso. As 
posições e tempos, medidos por um observador neste referencial 
serão designadas pelos simbolos sem índice x, y, z, t. Quando 
uma fonte luminosa está na origem do sistema 5, e uma frente 
de onda é emitida em + = 0, a equação da frente de onda esférica é 


PETET w 


A Eq. (1) descreve uma superficie esférica cujo raio expande-se 
com velocidade c. 

Seja S'o sistema de referência móvel; as posições e tempos 
medidos por um observador neste sistema serão designados pelos 
símbolos He indice linha x, y’, 7’, r’. Supomos, por conveniência, 
que o zero de t coincide com o de r’, e que a origem de x', y’ 7 
coincide com a posição da fonte de luz em S, neste instante ir icial. 
Então, para um observador em S a equação da frente de onda 
esférica deve ser 


sys f=dr o 


Adotamos aqui o mesmo valor c da velocidade da luz que no sis- 
tema S. 

Suponha que o sistema S' se mova na direção +x, com velo- 
cidade constante V relativamente a S. A transformação de Galileu 
(Cap. 3) liga as medidas feitas nos dois sistemas de acôrdo com 
as equações 


x=x-H; y=y; z a 
Substituindo (3) em (2), obtém-se diretamente que 
neves yo = er, (4) 


o que certamente não está de acôrdo com (1). Desta forma, a 
transformação de Galileu falha. Se fôr válido o princípio de cons- 
tância da velocidade da luz, deve existir alguma transformação 
que se reduza à de Galileu para Vic 0 e que transforme 
K eyit e? mtp? =t 

Suspeitamos que a nova transformação deve ser trivial para 
y e z, jå que os têrmos y’? e 22, em (2), transformam-se em y% e 2°, 
em (1). sem qualquer mudança. Precisamos de uma transforma- 
ção que seja linear em x e t, porque queremos obter uma esfera 
que se expanda com velocidade uniforme, É inútil tentar x' = x"? 
4º2 ou x = sen x ou outras funções. É claro, da (4), que não 
podemos deixar inalterada a transformação ( = tse quisermos 
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Suponha que a fonte emite um sinal luminoso A frente de onda esférica alcançará o ponto 
no instante £ = O, medido por um relógio em Mes) no imme € m (ò + pi + PRA 


velocidade da frente de onda é c. 


repouso em S. 


A transformação de Galileu prediz que observa- 

remos em S uma frente de onda esférica centrada 

na origem O de S. O que na realidade observa- 

mos é uma frente de onda em S' centrada na 
origem O. O mesmo ponto P (agora especificado 
pelas coordenadas x, y, 7) é alcançado no ins- 
tante t = (x? + y? + ze. 


Podemos também observar a fonte de S’. Podemos. 
ajustar um relógio que está em repouso em S 
para que indique zero quando o pulso é emitido. 


Obviamente a dificuldade reside em que a trans- 
formação de Galileu contradiz os postulados da 
relatividade restrita. Precisamos de uma trans- 
formação nova. Talvez encontraremos f # £. 


Para V < c, = 1. É por isto que a transformação 
de Galileu é bastante adequada para objetos que 
se movem com velocidades ordinárias. 


cancelar os têrmos indesejáveis —2xVt +. V?r?, porque algo certa- 
mente deve ser adicionado para cancelá-los. 
Tentemos, em seguida, uma transformação da forma 
x=x-H; y f=t+f, (s 
onde f é uma constante a ser determinada. A (2) torna-se então 
2 In+AVE + p? P l e t Refix t cf. (6) 
Note que os têrmos xt se cancelam se colocarmos 
v eo DE 
fe-m œ tet m 


Com éste valor de a, a (6) pode ser escrita como 


zez 


e(io)er rec en(o), ® 


Isto é mais próximo de (1), mas ainda permanece um fator inde- 
sejável de escala (1 — V?/c?), multiplicando x? e 1? 

Podemos desembaraçar-nos do fator de escala adatando a 
transformação seguinte 


x-Vt E 

“Uva g 
bari Vex 19 
Caviar 


Esta é a transformação de Lorentz.* Ela é linear em x e t; reduz- 
se à transformação de Galileu para V/c — O; quando substituida 
em (2) dá 

Dtp, (10) 
exatamente como se queria. Isto é 


sys ar an 


Esta transformação tem uma longa história. Foi usada em primeiro lugar 
por J. Larmor para explicar o resultado negativo da experiência de Michelson- 
Morley, mo seu Aether and manter, pg 174-176 (Cambridge University Press, 
New York, 1900) Larmor reivindica apenas precisão até a ordem o/c, mas, os 
seus resultados são na realidade exatos. 


invariante sob a transformação de Lorentz. A forma da equação 
que descreve a frente de onda é a mesma em todos sistemas de 
referência que se movem com velocidade relativa uniforme. A 
Eq. (9) é a solução única de tódas as nossas dificuldades. O estu- 
dante deve decorar a transformação de Lorentz; não é mais di- 
ficil fazê-lo do que aprender de cor um tempo de um verbo irre- 
gular de uma língua estrangeira. 

A propagação das ondas eletromagnéticas é uma consequência 
das equações da teoria eletromagnética. Não é surpreendente que 
a invariância de (11) tenha consequências profundas relativamente 
à forma das equações do eletromagnetismo. Exploramos estas 
consegiiências no Vol. II, onde desenvolvemos as equações do 
eletromagnetismo com o auxílio da transformação de Lorentz (9), 

Às vêzes é conveniente usar uma notação padronizada: intro- 
duzimos a notação 


v 
ri «az 


Isto é, f (beta grego) é a velocidade medida num sistema natural 
de unidades, no qual c = I. É também conveniente introduzir 
7 (gama grego): 


1 
Te 


1 
Ure 


(13) 


Note que y = 1. Em problemas extremamente relativisticos 
1-8 < 1; é útil notar que 1- 8? = (1- P (1 + P) = 2(1-8). 
A transformação de Lorentz (9) pode ser escrita 


x=yx-pe); y 


e percebe-se ficilmente que a sua inversa é 


=we+pe y= 


A prova disto é deixada ao leitor como Probl. 2. 


v, em S. 


Então a transformação de Lorentz prediz que em 


Sv, = (tx - VAL - e, VIC, A transformação de 
Galileu prediria v, = v,- V. 


Conforme sabemos, se v, = c, também r, = c, 
de acòrdo com a transformação de Lorentz. 
Isto estava integrado na nossa teoria desde o 
começo. 


EXEMPLO. ABERRAÇÃO DA LUZ. Vimos em (10.3) que, 
para uma estrêla diretamente acima de nós, (quando a velocidade 
da terra v, é perpendicular à linha de observação) o ângulo de 
inclinação do telescópio, ou aberração, é dado por 


tm=7. (16) 
Este resultado foi deduzido usando-se um argumento não rela- 
tivístico. Considere, agora, o problema do ponto de vista relati- 
vistico, como um exercício elementar no uso da transformação 
de Lorentz. 

Suponha que no referencial S, no qual à estrêla está em repou- 
so, um sinal luminoso proveniente da estrêla é observado ao longo 
do eixo z, com x = y = 0. O referencial S', no qual à terra está 
repouso, viaja com velocidade r, na direção x. Então, a tra- 
jetória do sinal luminoso é encontrada diretamente da Eq. (14) 
com x=0: 


Ed (17) 
O ângulo de inclinação é então 
[= 1 de 
gap am as) 


O resultado (18) concorda com o resultado não relativístico (16) 
dentro da precisão das medidas, porque t,/c = 107* para o caso 
da terra; o resultado correto é (18). 


EXEMPLO. ADIÇÃO DE VELOCIDADES. Suponha que o 
referencial S' se move com velocidade uniforme V% relativamente 
ao S. Uma partícula move-se então, com componentes uniformes 
de velocidade vy, v,, vy’, relativamente ao referencial S’. Quais 
são as componentes 1, v, v, da velocidade da partícula, relati- 
vamente ao referencial S? 

De (15) temos, com $ = Vic, 


x=x + fa” (19) 


de onde 


dx=y dx +ypedt; de= de + (19a) 


Portanto 
120) 


ou 


Este resultado pode ser comparado com o de Galileu r, 
como no Cap. 3. Anâlogamente, porque y = y e z 


(20h) 


A transformação inversa, que segue de (14), ou da solução de 
(20a), (20b); e (20c) para as componentes da velocidade de índice 
linha, é 


(204) 


Suponha que a partícula seja um fóton e que e; = cem S. 
De (20a) vemos que 


e+V 
eºTrerla (il 
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Quando uma particula tem velocidade v, na 
direção y em $,... 


tem as componentes mostradas em S’, de acôrdo 
com a transformação de Lorentz. 


Em particular, se 1, = c, a resultante tem módulo 
cemS: Assim 


lte 0) = 


Esta é a teoria relativistica da aberração. 


Suponhamos que temos dois bastões idênticos 
Me M' em repouso em S. 


Suponhamos que M' pareça mais curto a um 
observador em 5, quando se move relativamente 
as 


Poderiamos então dispó-lo de modo que a extre- 
midade de M' deixasse um traço sôbre M ao 
passar por êle. O traço é o resultado fisico de 
uma experiência e... 


A velocidade do fóton no referencial S também é c. A transfor- 
mação de Lorentz destinava-se a produzir êste resultado, e a 
obtenção de c, em ambos os sistemas de referência, constitui uma 
verificação tranquilizadora. 

Quando e, = c e v, = 0, então 


“Movie e 
como na Eq. (18) 


EXEMPLO. ADIÇÃO DE VELOCIDADES. Suponha que 
duas partículas estão viajando em sentidos opostos, com veloci- 
dader,’ = + 09 c, quando observadas no sistema S. Qual é a ve- 
locidade de uma partícula relativamente à outra? À fim de resolver 
êste problema, consideremos S como o referencial no qual a parti- 
cula cuja velocidade é - 0,9 c está em repouso. Então, a velocidade 
de S', relativa a S, é V = 0,9 c, de modo que a partícula que em S' 
tem a velocidade e, = + 09 c tem, em S, a velocidade 


a +V 18o 180 
=T V/ T+ (09 É Bi 


994e. (21) 


Note que a velocidade relativa das duas partículas é menor do 
que c. 


EXEMPLO. ADIÇÃO DE VELOCIDADES. Se um fóton 
estiver viajando com velocidade + c em S', e S estiver viajando 
com velocidade + c relativa a 5, êste fóton, conforme visto de S, 
estará viajando apenas com velocidade + c e não + 2c. Êste re- 
sultado está contido em (21). A existência de uma velocidade limite 
é uma consegiência da estrutura das equações de adição de velo- 
cidades, que deduzimos da transformação de Lorentz. Note ainda 
que não existe um referencial no qual um fóton (quantum de luz) 
esteja em repouso. 


D. Sadeh executou [Phys. Rev. Letters 10, 271 (1963)] uma bela 
experiência que demonstra que a velocidade dos raios y é constan- 
te (+ 10%), e independente da velocidade da fonte, para veloci- 


dade da fonte, relativa à fonte em repouso, próxima de fc. Cita- 
mos do seu artigo: 

“Usamos em nossas experiências a aniquilação de pósitrons 
em vôo. Durante a aniquilação, o centro de massa do pósitron 
e do elétron move-se com velocidade próxima de c/2, e são emi- 
tidos dois raios gama. No caso da aniquilação em repouso, os 
dois raios gama são emitidos formando um ângulo de 180° e 
a sua velocidade é c. No caso da aniquilação em vôo, o ângulo 
é menor do que 180" e depende da energia do pósitron. Se a ve- 
locidade do raio gama se adiciona à do centro de massa de acôrdo 
com a adição vetorial clássica, e não de acôrdo com a transfor- 
mação de Lorentz, então o raio gama que viajar com uma com- 
ponente de velocidade na direção do vôo do pósitron terá velo- 
dade maior do que c, e aquêle que tiver uma componente na 
direção oposta, terá velocidade menor do que c. Verifica-se que 
os dois raios gama alcançam os contadores simultâneamente, 
quando as distâncias entre os contadores e o ponto de aniquila- 
ção são iguais, isto parece provar que os dois raios gama viajam 
com a mesma velocidade” 


MEDIDA DE UM COMPRIMENTO PERPENDICULAR 
À VELOCIDADE RELATIVA. De acôrdo com a transformação 
de Lorentz: 


022 


Estas relações são equivalentes ao enunciado de que a medida 
do comprimento de uma régua é independente da sua velocidade 
quando ela se move perpendicularmente ao seu comprimento. 

Como poderiamos verificar experimentalmente ste enunciado? 
Podemos mover a régua com velocidade uniforme, em frente a 
uma outra em repouso. Não há problema em fazer com que as 
origens das duas réguas se cruzem exatamente. Então, as marcas 
de 1 metro também se cruzarão exatamente ou, se o movimento 
causar mudança do comprimento, poderemos arranjar as coisas 
de forma que a marca de 1 metro da régua mais curta faça um 
risco sôbre a régua mais comprida. Isto fornece um registro fisico 
definido do comprimento. 

Seja S o referencial de repouso de uma régua e S', o da outra. 
Suponha que o movimento cause a variação do comprimento 
aparente. Então, caso as leis da física devam permanecer as mes- 
mas para um observador em 5 e para um em 5, é necessário que 
a régua que pareceu mais curta ao observador em $ pareça mais 
comprida ao observador em S. Mas esta inversão de papéis é 
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deve ser observado num outro referencial; i. é, 
invertido no sistema de repouso de M’. Mas 
agora M deve parecer mais curto do que M', 
pois M está em movimento e M’ em repouso. 


“Temos assim uma contradição, que será resolvida 
sômente se M’ e M tiverem o mesmo compri- 
mento, mesmo quando um déles estiver em 
movimento. Assim y = y. Por um argumento 
semelhante 7 = =. 


Considere um bastão rígido R, de comprimento Um bastão semelhante R, de comprimento Lo 
Lo, medido no seu sistema de repouso S. no seu referencial de repouso S: 


% 


<S, 


A transformação de Lorentz nos diz que o compri- Em S, R, está em repouso, mas R, tem veloci- 


mento de R, medido em S será L= Lo /T= VIE dade F. Ele será contraido em 5. 

Esta é a famosa contração de Lorentz de objetos 

em movimento. incompatível com o nosso registro físico, que uma régua é mais 
curta do que a outra. Portanto os comprimentos vistos de $ e 
de S devem ser iguais. Esta discussão apenas confirma a (22). 


CONTRAÇÃO DO COMPRIMENTO. Considere um bas- 
tão ao longo do eixo x e em repouso no referencial S. Uma vez 
que o bastão está em repouso, as posições das coordenadas das 
suas extremidades, x, e x, , são independentes do tempo em S. 
Assim 

Lo = x173; CE] 


êste é o comprimento do bastão em repouso. 
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Observemos agora o bastão do referencial S, que se move 
com velocidade V3 relativamente ao seu referencial de repouso S. 
Determinamos o comprimento do bastão, conforme visto de S’, 
determinando, num dado instante r’, as posições x, € xy que 
coincidem com as extremidades do bastão. A distância entre as 
posições x,’ e xy em S’, que coincidem simultâneamente (em S') 
com as extremidades do bastão, é a definição natural do compri- 
mento L no sistema móvel S": 


Mx t)=L 0249 
Da transformação de Lorentz (15) temos 


ssy: x= epn (25) 
ou 
x25% = lo = [krt -x (26) 
Assim 
By en 


usando a nossa definição y = (1 — 62)-2, Esta é a contração de 
Lorentz-Fitzgerald de um bastão que se move paralelamente ao 
seu comprimento. 

Para uma discussão de fotografias de objetos em movimento 
rápido, veja o excelente artigo de revisão de Weisskopf.* Foi 
demonstrado, por exemplo, por meio de cálculo de trajetórias, 
que uma esfera móvel será fotografada como esfera e não como 
um elipsóide. 

Vimos que existe uma diferença entre uma régua paralela ao 
eixo y e uma paralela ao eixo x. O resultado (22) não é o mesmo 
que (27). No caso da régua paralela ao eixo y, não tivemos que 
preocupar-nos com questões de simultaneidade na comparação 
entre a régua móvel e a estacionária. No caso da régua paralela 
ao eixo x, o problema da simultaneidade é sumamente impor- 
tante. 

Isto é ilustrado por um exemplo diferente. Podemos sincro- 
nizar fâcilmente uma série de relógios em 5, o sistema de repouso 
da régua. Façamos que os relógios em x = 0 e x = Lo (nas duas 
extremidades da régua) emitam, em t = 0, feixes de luz na dire- 
ção y. Êstes dois feixes são recebidos em S' por dois de uma série 
de contadores, espaçados ao longo do eixo x”. Quão espaçados 


*V. F, Weisskopf, Physics Today 13, 24-27 (Set. 1960) 


estão os dois contadores que foram acionados? De (14), temos 
para a posição dos dois contadores - 


-3-0"0-By=0; (28) 
Lor- c0- By = Lot, (29) 

de modo que a sua distância é 
(0) 


Isto não está de acordo com (27)! Fizemos uma experiência 
diferente e obtivemos um resultado diferente, Nossa experiência 
anterior era baseada na definição natural de comprimento em S’, 
usando o requisito da simultaneidade em S'; envolvia a compa- 
ração de Av com Ax, quando Ar = 0, ao passo que a segunda 
experiência envolvia a comparação de Ax com Ax quando At = 0. 

Apreendemos indiretamente, do resultado (30) da segunda 
experiência, que dois eventos simultâneos em S não são em geral 
simultâneos em S. Assim, de (14), vemos que dois eventos simul- 
tâneos (At = 0) em S, separados no espaço por Ax, serão sepa- 
rados em S' tanto no espaço como no tempo 


Av=yAx; car 


y Ax. 


DILATAÇÃO TEMPORAL DE RELÓGIOS EM MOVI- 
MENTO. Usado no sentido ordinário, a verbo dilatar significa 
“aumentar alêm do tamanho normal”; em conexão com um reló- 
gio, êle significa o aumento de um intervalo de tempo. Conside- 
ramos agora um relógio em repouso no referencial S. O resul- 
tado da medida de um intervalo de tempo, num referencial no 
qual o relógio está em repouso, é sempre designado por t, e deno- 
minado intervalo de tempo próprio. Suponha que o relógio está 
situado na origem x = O de S. Pela transformação de Lorentz 
(14), calculada para x constante, temos 


TJ” 8) 


t=ņ= 


para o intervalo de tempo medido por um relógio no referencial 
S, que se move com velocidade Há relativamente ao referencial $ 
do relógio original. O intervalo de tempo medido no sistema mó- 
vel S' é mais comprido do que o no sistema S. 

Êste efeito é chamado dilatação temporal. Os relógios em mo- 
vimento parecem andar mais devagar do que os em repouso. 


Os relógios C, , C3, C, estão em repouso em S, 
espaçados de intervalos iguais L ao longo do 
eixo x e estão todos sincronizados. O relógio C, 
tem velocidade V relativamente a S. Suponha que 
£ = 0 quando t = 0, conforme se mostra. 


Em Sos relógios C; , C, etc. estão em repouso 
separados pela distância L e sincronizados. Os 
relógios C,, Cy, C, não parecem sincronizados 
a um observador em S'. Quais são suas leituras? 


(Isto não é fácil de compreender intuitivamente; poderá tomar-lhe 
uma semana ou um ano até que você se sinta à vontade a respeito 
de dilatação temporal. A raiz do paradoxo aparente é a invariância 
de c.) Êste efeito deve ser válido para qualquer tipo de relógio. 
Em particular, se t fôr a meia vida de desintegração de mésons, 
ou de matéria radioativa, medida no sistema S de repouso da 
partícula, então 


r= Ty” 02 


será a meia-vida para desintegração observada no sistema S', no 
qual as partículas se movem com velocidade £. 


3a 


A transformação de Lorentz resulta em 
€ = -x4 = y 1- VE 

uma vez que x = L= Vr. Ao observador de S, 

parece que o relógio C; anda devagar. 


A 


©% 


Para o observador em S, é o relógio móvel C, 
que anda devagar! Onde estão os relógios C, 
€ Cs e quais são suas leituras neste instante? 


Um outro exemplo da dilatação temporal: Uma 
partícula instável está em repouso em S. Come- 
çamos a observá-la em + = 0, 


O tempo passa... 


e a partícula desintegra-se no instante t = 1... 


EXEMPLO. TEMPO DE VIDA DOS MÉSONS 7”. Sabe-se 
que um méson x* decai num méson * e um neutrino. O méson 
x tem, no seu sistema de repouso, uma vida média de cêrca de 
25 x 107º seg antes que decaia. (Vidas médias são discutidas 
no Cap. 15) Se um feixe de mésons x* fôr produzido com velo- 
cidade £ = 09 c, qual será o tempo de vida do feixe, conforme 
observado do sistema de laboratório? Um méson x* é uma par- 
ticula instável, positivamente carregada, com massa próxima de 
273 m, onde m é a massa do elétron. O méson u” tem massa de 
cérca de 215 m; o neutrino tem massa de repouso nula. 

O tempo de vida próprio t do méson x* é 2,5 x 107º seg 
Quando $ = 0,90, º = 0,81 e a vida esperada no sistema de 
laboratório será, de (31), 


25 x 10-8 


“qro 


=57x 10! seg 


Assim, em média, a partícula terá viajado, antes de decair, mais 
do que o dôbro da distância que esperariamos não relativistica- 
mente do produto da velocidade pelo tempo de vida próprio. 
Experiências sôbre a vida dos mésons z> (pions positivos) fo- 
ram relatadas por R. P. Durbin, H. H. Loar e W. W. Havens Jr., 
Phys Rer. 88, 179 (1952). Os resultados concordam bem com a 
dilatação temporal predita para a velocidade apropriada. Foram 
produzidos feixes de mésons z com 


B=1-(5 x 1075); 


a sua vida média no feixe é 25 x 107º seg, ou 100 vêzes a vida 
própria dos mésons z* em repouso. 
Considere um feixe de mésons x* viajando à velocidade quase 
igual a c. Se não existisse o efeito da dilatação temporal relati- 
vistica, êles atravessariam uma distância média igual a (25 x 
107º seg) (3 x 1010 cm/seg) = 700 cm, antes de decair. Na reali- 
dade, êles viajam muito mais longe do que isto, devido à dilatação 
temporal. A câmara de bôlhas de hidrogênio do “Lawrence Radia- 
tion Laboratory” está a cêrca de 100 metros da fonte de pions 
no Bevatron. À distância que os pions atravessam antes de decair 
é da ordem de (2,5 x 1079) (3 x 101º) = 10º cm, ou aproxima- 
damente 100 vêzes a distância que atravessariam sem o efeito 
de dilatação temporal. O projeto de aparelhos para experiências 
em fisica de partículas de alta energia aproveita a longa distân- 
cia de decaimento devida à relatividade. Já foi dito que, quase 
todos os físicos de altas energias testam a relatividade especial 
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O mesmo fenômeno observado em S. Agora a 
partícula tem velocidade V. Começamos a obser- 
vilae, t = 0 =t 


todos os dias. Êles usam a transformação de Lorentz com a mes- 
ma confiança que os fisicos do século dezenove usavam as leis 
de Newton. 

Damos uma discussão simples que ilustra como a dilatação 
temporal é forçada sôbre nós pela constância da velocidade da 
luz Construamos um relógio padrão no referencial S, que pode 
ser usado para medir o tempo t necessário para que um sinal 
luminoso viaje uma distância L fixa, ida e volta entre uma fonte 
e um espelho, ambos em repouso. À trajetória da luz é paralela 
ao eixo y. Assim, 


+= 63 


Este tempo pode ser lido num mostrador ou impresso num pe- 
daço de papel. Observadores em qualquer referencial podem 
olhar para o registro impresso do tempo de vôo do sinal, e con- 
cordarão todos em que um relógio no referencial de repouso S 
registrou um tempo t. Mas o que registram os seus próprios re- 
lógios, e não os de S? Consideremos a situação com Lna direção y. 
Um observador no referencial S' (que se move uniformemente 
na direção x em relação a S) também pode medir o tempo no 
experimento de reflexão da luz, enquanto ste estiver sendo exe- 
cutado em S. O observador de S'o fará usando um conjunto 
de relógios sincronizados em repouso em S. Pomos em movi- 
mento simultâneamente (sincronizamos) dois relógios em $', acen- 
dendo uma fonte de luz a meio caminho entre êles; ambos partem 
de zero no instante em que são atingidos pelo sinal. O processo 
pode ser estendido a outros relógios. Podemos também sincro- 
nizar um número qualquer de relógios num sistema de referência, 
sincronizando-os quando estão próximos entre si e separando-os 
vagarosamente até que assumam as posições desejadas. 
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Mas em r = z a particula ainda não se desin- 
tegrou! 


A partícula desintegra-se em r = «(1 - V3je) 18, 
de acôrdo com um observador em 5 


Podemos ler qualquer relógio de S e estar certos de que todos 
os outros relógios em repouso em S' indicarão a mesma hora. 
Em particular, consultamos qualquer relógio de S' que esteja 
mais próximo do relógio único de S, usado na experiência de 
reflexão. Um relógio de S' será o mais próximo e será lido quando 
o pulso luminoso parte em S; um outro relógio em S’ será o 
mais próximo e será lido quando o pulso volta e é registrado pelo 
relógio em S. 

A distância atravessada pela luz em S é 2L; mas, conforme 
vista de 5, ela é maior porque os aparelhos em S moveram-se, 
relativamente a S', de V:t'/2, ao longo do eixo x, durante a pas- 
sagem do sinal luminoso entre a fonte e o espelho e de um outro 
V-r'/2 durante o trajeto inverso. Aqui, r’ é o tempo medido em S. 
Em S, a distância atravessada pelo sinal é 


AL? + (Vea; 
esta distância deve ser igual a cr”, porque o sinal viaja sempre 
com a velocidade c. Assim, 


(erp = 412 + (Vir, 349) 
ou 
r i oai 
reay TR (35) 
ou 


: 
qa c9 


exatamente igual a (31). Desta forma, o relógio de 5 parecerá 
andar mais devagar aos observadores de S', porque registrou um 
intervalo de tempo t menor do que o tempo r. 

Vemos que o efeito de dilatação temporal não envolve pro- 
cessos misteriosos no interior dos átomos; êle surge no processo 
de medida. O relógio em repouso em S registra o tempo próprio 
quando visto por um observador em repouso em S; um relógio 
idêntico em repouso em S' também registrará z, visto por um 
observador em repouso em $. Mas, quando medimos em S' um 
intervalo de tempo que é + em S, observamos um intervalo 1 
mais longo, devido ao comprimento maior do trajeto da luz. 
Qualquer tipo de relógio comportar-se-á da mesma maneira. 

Repetimos que nada há de misterioso com os relógios. Se algo 
de misterioso existe sôbre a relatividade especial, é a constância 
da velocidade da luz; uma vez que tudo o mais segue bastante 
direta e simplesmente. Entretanto, qualquer situação nova deve 
ser analisada com cuidado. O campo é rico em paradoxos apa- 


rentes; o mais famoso dos quais é, talvezo dos gêmeos. No fim dêste 
capítulo, são dadas referências a enunciados e soluções claras do 
paradoxo dos gêmeos. 


EXEMPLO. EFEITO DOPPLER LONGITUDINAL. Con- 
sidere dois sinais luminosos emitidos, em t = 0 e £ = +, por um 
transmissor em repouso em x = 0, no referencial S. O referencial 
S' move-se com velocidade V3 relativamente a S. O sinal inicial 
é recebido em x = 0 em 5, no instante ” = 0. O ponto de S que 
coincide com x = 0 em t = r é dado pela transformação de 
Lorentz (14): 


x-Vr -v 


x= a-p p en 
tomando-se x = 0, O tempo correspondente em S é 

š Kie z 

e i a en 


O tempo necessário para que um segundo sinal viaje em S, de 
= Vel = p?)"? à origem, é 


tvie E 
ar = os 09 


de modo que o tempo total, em S', entre a recepção em x = 
dos dois sinais é 
I+Vje _, [P 
a-p yT 
O tempo entre os dois sinais pode ser igualmente bem inter- 
pretado como decorrido entre dois nós sucessivos de uma onda 
luminosa. A frequência da onda é o inverso do seu período, de 
modo que 


+A = (40) 


NETO (41) 


Aqui v' é a frequência recebida em S'e v é a fregiência transmi- 
tida em S. Quando o receptor se afasta da fonte, $ = V/c é posi- 
tivo e v é menor do que v. Quando o receptor se aproxima da 
fonte, tomamos como negativo, e v é maior do que v. Em têr- 
mos do comprimento de onda, 2 = c/v e X = c/v, de modo que 
ES) r 
T$ a 


O efeito Doppler longitudinal relativístico: v é 
a freqüëncia recebida por um observador que se 
afasta da fonte com velocidade $ = Vic. A fonte 
emite frequência v. 


Desvios de segunda ordem AZ calculados e 
observados, representados no cixo vertical vs. 
desvios (Doppler) de primeira ordem Aà no eixo 
horizontal, após Ives e Stillwell. Círculos pretos 
referem-se a observações sôbre uma linha espec- 
troscópica e circulos brancos a observações de 
outra linha espectroscópica. 


A Eq (41) descreve o efeito Doppler longitudinal relativístico, 
para ondas de luz no vácuo. O desvio de fregiência (41) concorda 
até a ordem f com o resultado não relativistico deduzido no 
Cap. 10. O têrmo da ordem f? na expansão em série de (41) foi 
confirmado experimentalmente por Ives e Stilwell. 

H. E. Ives e G. L. Stilwell [J. Opr. Soc. Am. 28, 215 (1938); 
31, 349 (1941)] executaram experiências espectroscópicas com fei- 
xes de átomos de hidrogênio em estados eletrônicos excitados. 
Os átomos eram acelerados como ions de hidrogênio molecular 
H;* e Hs”, por um campo elétrico intenso. O hidrogênio atò- 
mico era formado como um produto da desintegração dos ions. 
A velocidade dos átomos era da ordem de f = 0,005. Ives e 
Stilwell procuravam um desvio no comprimento de onda médio 
de uma determinada linha espetral emitida pelos átomos de hi- 
drogênio. A média foi tomada sôbre as direções para frente e 
para trás, relativamente à linha de vôo dos átomos. De (42), 


usando Bege =— Biray- temos O comprimento de onda médio 
Taaa [e P 
TEER 


Existe, assim, um desvio da ordem de £? na posição média das 
linhas deslocadas, relativamente ao comprimento de onda à, emi- 
tido pelo átomo em repouso. No seu artigo de 1941, Ives e Stil- 
well relatam um desvio observado de 0,074 À do comprimento 
de onda médio, comparado com o valor de 0,072 À calculado 
de (43), para um valor de f deduzido do potencial acelerador 
aplicado aos ions originais. Esta é uma confirmação excelente da 
teoria do efeito Doppler relativístico. 

O feito Doppler transversal aplica-se a observações efetuadas 
perpendicularmente à direção de movimento da fonte luminosa, 
que é usualmente um átomo. Na aproximação não relativistica 
não existe o efeito Doppler transversal, que é predito para ondas 
de luz pela teoria da relatividade; as frequências devem relacionar- 
se como o inverso dos tempos em (31), de modo que 


1-6)", (44) 


onde v é a fregiiência no sistema de repouso do átomo, e v é à 
frequência observada no sistema que se move, com respeito e 
êle, com velocidade V (= fc). 


RELÓGIOS ACELERADOS. A teoria da relatividade espe- 
cial descreve e relaciona medidas que são independentes da estru- 


tura detalhada dos corpos reais. Não faz predições a respeito 
dos efeitos dinâmicos da aceleração, tais como as tensões por ela 
induzidas. Quando estas tensões estão ausentes ou podem ser 
ignoradas, a teoria fornece uma descrição inequivoca do efeito 
da aceleração sôbre o andamento dos relógios. O resultado é o 
mesmo que seria se, a cada instante, o relógio acelerádo tivesse 
uma velocidade diferente com o andamento a ser calculado de 
(81), usando a velocidade instantânea apropriada. 
Se esta predição fôr correta, duas consequências seguirão: 


1. Se o módulo da velocidade fôr constante e sua direção va- 
riável, a Eq. (31) continua válida sem alterações. O referencial 
do relógio não é inercial. 


2. Quando a velocidade é constante, exceto por breves instan- 
tes de aceleração ou desaceleração, (instantes desprezivelmente 
curtos em relação ao tempo total), a (31) descreve corretamente 
a relação entre o tempo próprio e o do sistema estacionário de 
laboratório. 


Uma partícula carregada em movimento rápido, através de 
um campo magnético constante, sofre aceleração perpendicular 
à sua velocidade, que no entanto nunca varia. Se a partícula fôr 
instável, a meia-vida medida deveria ser exatamente a mesma 
como se ela se movesse em linha reta com a mesma velocidade, 
sem a presença do campo magnético. Esta predição é confirmada 
por experiências relativas a mésons 47, que decai com vida 
média própria de 22 x 1078 seg em elétron e neutrinos. A mes- 
ma vida própria é observada para mésons ” livres ou que se 
movem em espiral num campo magnético ou que chegam a ficar 
em repouso. Acredita-se que a teoria da relatividade especial for- 
nece uma boa descrição do movimento circular (acelerado) de 
partículas carregadas num campo magnético. 
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PROBLEMAS 


1. Insariante de Lorentz. Verifique da (14) que 
-er arter. 
Note que se excrevermos x, =x: x4 = iet, então 2? mx} + x2, Aqui 
tayer 
2 Transformação de Lorentz. Demonstre (15) a partir de (14) 


3. Variação de colume, Mostre que se L3 fòr o volume de repouso de um cubo, 
então 


Le upa 


é o volume observado de um referencial que se move com velocidade uniforme 
B na direção paralela a uma aresta do cubo. 

4 Simultaneidade. Mostre, a partir da transformação de Lorentz, que dois 
eventos simultâneos (t, = t;) em posições diferentes (x,  x:) no referencial S, 
não são em geral simultâneos no referencial S'. 

5. Adição de velocidades. Mostre que se, no referencial S', tivermos r’, = c seng 
e py = e cos 9, então no referencial S 


mem=e 


O referencial S move-se com velocidade Vá relativamente ao 5. 
6 Mésons xº. a) Qual é a vida média de um pulso de mésons x* que viaja 
com 8 = 0,73? (A vida média própria r é 25 x 10! seg) 
Resp. 36 x 10"! seg, 
b) Qual é a distância atravessada com # = 0,73 durante uma vida média? 
Resp. 80cm. 


c) Qual a distância que seria atravessada sem os cícitos relativisticos? 
Resp. S00. 

d) Responda novamente às perguntas anteriores com 8 = 099. 

7. Meésons p A vida média própria do mom s é aproximadamente 2 x 10-* 
seg Suponha que um grande pulso de mésons seja produzido a uma certa altura 
da atmosfera e viaje para baixo com velocidade © = 099c. O número de colisões 
durante o caminho pela atmosfera é pequeno. Se um por cento dos mësons origi- 
nais sobrevive para alcançar a superficie terrestre, avalie a altura de partida. (No 
teferencial do méson u o múmero de particulas que sobrevivem a um tempo £ é 
dado por Nr) = N(0e"*".) Resp. 2 x 10° om. 

8. Dois eventos. Considere dois sistemas inerciais S e S. S' move-se com ve- 
locidade VÊ relativamente a 5. Um evento verifica-se no ponto x, no instante 
ae um outro em x no instante ty’. As origens coincidem no instante £ = £ = 0. 
Ache os tempos e distâncias correspondentes em S. 

9. Mésons n*. Um pulso de 10º mésons x” viaja numa trajetória circular de 
20m de raio, com velocidade f = 0,99. A vida média própria do méson + é 
25x 10" seg. 

a) Quantos sobrevivem até o retôrno do pulso ao ponto de emissão? 

b) Quantos sobreviveriam num pulso que tivesse permanecido em repouso 
durante éste tempo? 

10. Velocidade recessiona da galáxia. Dissemos, no Cap. 10, que os dados a 
respeito do deslocamento para o vermelho de galáxias distantes dão uma velo- 
cidade de recessão proporcional à distância, na região não relativistica: 


Vzw: a=3x 


se 


Calcule a velocidade de recessão de uma galáxia, à distância de 3 x 10º anos luz 
É relativistica esta velocidade? 
Resp 85 x 10º cmiseg. 
No 1. Velocidade galårica. Observamos uma galáxia que recessa numa certa 
direção com velocidade V= 03 c, e uma outra que reesa na direção oposta com 
velocidade igual. Qual a velocidade de recessão de uma destas galáxias que seria 
medida por um observador situado na outra? 

12 Simultaneidade. Considere as fontes de dois eventos localizadas em repouso 
nos pontos À e B, igualmente distanciados de um observador O no referencial S- 
Suponha que no instante particular (determinado pelo observador O em 5) no qual 
ocorrem os dois eventos, um segundo observador 0 e o seu referencial associado S., 
que se move com velocidade Vá relativamente a S, coincida com O e o seu referen- 
cial S. 

a) Admita Vje = $. Esboce as posições dos dois referenciais e dos pontos 
A,A B.E quando o sinal de B' chega ao observador O" Jå terá chegado èste 
sinal ao observador 0? Por quê? 

b) Esboce as posições de S e S quando ambos os sinais chegam em O. 

c) Esboce as posições de 8  S quando o sinal de 4º chega em O”. 

d) Suponha que os dois eventos são registrados fisicamente nos pontos 4'e E; 
söbre chapas fotográfica, por exemplo. Mostre, sob as hipóteses dése problema, 
que as distâncias 4/0" e BO" são iguais. 

é) Mostre que os dois eventos não são simultâncos quando vistos de O. A 
constância da velocidade da luz em quaisquer circunstâncias é presuposta na 


definição da simultaneidade. A fim de tornar clara esta dependência considere o 
seguinte: Sejam os dois eventos pulsos simultâneos de radiação sonora, obser- 
vados por um observador em O. que stå em repouso em relação ao meio no qual 
“se propaga o som. Seja O' um observador que se move com velocidade V, um 
térço da do som. 

D) Use a transformação de Galileu para mostrar que a velocidade dos pulsos. 
“sonoros de 4 e de E, na direção de O" não são as mesmas que as observadas por 0 

2) Mostre que mesmo que os dois sinais cheguem a O' em instantes diferentes, 
isto é compensado pelo fato, de que os pulsos viajaram com velocidades diferentes 
é que os dois eventos parecem simultâneos, mesmo ao observador em 0 

13. Desvio Doppler relatiítico. Prótons são acelerados através de um poten- 
cal de 20 ky, após o que viajam com velocidade constante através duma região 
“onde ocorre sua neutralização em átomos de H com a emissão de luz associada. 
A emissão H, (à = 4361.33 À para um álomo em repouso) é observada num espec- 
trômetro, cujo eixo ótico é paralelo ao movimento dos ions- O espectro sofre um 
desvio Doppler devido ao movimento dos ions na direção da emissão observada. 
O aparélho contém também um espelho colocado de modo a permitir a superpo- 
são do espero da luz emitida na direção inversa. Lembre que 1 À = 10-*cm. 

2) Qual é a velocidade do próton após a aceleração? 

Resp. 2% 10" cmg. 

b) Calcule os desvios Doppler de primeira ordem, dependentes de n/c, apro- 
priados para as direções para frente e para irás e indique a aparência da parte 
relevante do espectro num diagrama. 

©) Considere agora o efeito de segunda ordem, ou tj, 
derações relaivísticas. Mostre que o deslocamento de segunda ordem 
(603, e caleule-o numericamente para éste problema. Note que êle é o mesmo 
para os movimentos + v e -v. 


Resp 00 A, 


NOTA MATEMÁTICA: 


'AÇO-TEMPO 


Espaço-tempo, uma linguagem matemática através da qual a teoria da relati- 
vidade encontra uma expressão particularmente simples e elegante, foi criada 
por H. Minkowski, em 1908, depois que foi proposta a teoria da relatividade espe- 
cial. Embora ela não sugira resultados novos que não sigam também das nossas 
considerações anteriores, oferece a forma matemática da teoria que é mais ficil- 
mente generaliável à teoria de relatividade geral. Minkowski introduziu a sua 
contribuição da seguinte forma: “Os conceitos de espaço e tempo que deseja 
exibir diante de vós brotaram do solo da fisica experimental, e nisto reside a sua 
fórça. Éles são radicais. De agora em diante, o espaço isolado e o tempo isolado 
estão destinados a esvairem-se em meras sombras, e sómente uma espécie de união 
dos dois preservará uma realidade independente”. 

3. A. Wheeler formula bem a questão: “O tempo é na realidade um compri- 
mento € não um conceito independente. A fim de apreciar a falsidade da distinção 
usual entre o espaço e o tempo, considere o uso inconsistente de pés para medir a 
largura de uma estrada e de milhas para medir o seu comprimento. Entretanto, 
é igualmente inconsistente medir intervalos numa direção do espaço-tempo em 


segundos, e medi-los em três outras em centimetros. O fator de conversão que trans- 
forma uma unidade métrica de comprimento (cm) nas direções “espaciais” em 
outra unidade métrica, (seg) ainda de comprimento, na direção temporal é a 
velocidade da luz — numéricamente 3 x 10'º, Este fator tem caráter exatamente 
tão histórico, e até mesmo acidental, que o fator de conversão 5280 que transforma 
pés em milhas! Não existe necessidade maior de “explicar 3 x 10'º do que de 
“explicar 52801" 

Espaço tem três dimensões: a posição de uma particula ou a de um evento 
qualquer é especificada por três coordenadas x. y é z. Já temos uma linguagem, 
a dos vetores, na qual podemos escrever enunciados a respeito de relações entre 
linhas e pontos, que são independentes de um sistema específico de coordenadas. 
Podemos descobrir uma linguagem análoga que nos diga como escrever as leis 
físicas na relatividade especial de modo independente do sistema de referência? 
Leis, quando expressas sem ter em mente um determinado sistema de referência, 
serão automáticamente invariantes sob a transformação de Lorentz, que nos leva 
de um referencial a outro. 

Leis fisicas descrevem o movimento de particulas entre um ponto e outro. 
Acelerações, colisões e desintegrações radioativas são exemplos de fenômenos. 
cuja descrição envolve tanto as coordenadas espaciais como o tempo. A fim de 
representar estas leis grdficamente, imaginamos um sistema de coordenadas, com 
três coordenadas espaciais x, y, z e uma quarta, o tempo, perpendicular às outras 
três, Istoé dificil de visualizar, mas não é mais dificil para usar matematicamente 
do que três eixos. Pictorialmente, podemos representar mais simplesmente èste 
sistema de coordenadas, desenhando um eixo espacial x e um temporal £. Os três 
eixos espaciais e o temporal definem um continuam quadridimensional denominado. 
espaço-tempo, Um dado ponto xa, Yo, žo, to no espaço tempo é denominado um 
evento: as quatro coordenadas nos dizem onde e quando, Um evento típico pode 
ser a colisão de um apar de partiéulas. No mundo peé-relatiístco, o tempo 1 de 
um evento era o mesmo para todos os observadores. Ao transformar de um sistema. 
inercial S a um outro S, a coordenada temporal nunca mudava: t = ty” No 
mundo prè-relativistico tinhamos ambos, o espaço e o tempo. 

Mas, na relatividade, as transformações de Lorentz misturam as coordenadas 
temporais e espaciais, quando transformamos de um referencial a outro. 


x-ve 


“era 


us 


A união do espaço e do tempo numa única entidade quadridimensional, o 
espaço-tempo, cujas dimensões são tôdas equivalentes num certo sentido, é um 
conceito atraente. As rotações ordinárias misturam apenas as coordenadas espa- 
ciais: para uma rotação 8 em tôrno do eixo z, temos. 


v=xcosb+yand; y=-xcosð+ysenð; zen rer (46) 


Aqui x e y se misturam na determinação de x e y. Na transformação de Lorentz, 
misturam-se x e £. Devido ao fato de que sinal algum se propaga mais rápidamente 
que a luz, dois eventos exteriores aos cones luminosos um do outro não podem 
exercer nenhum efeito um sôbre o outro, A propriedade de permanência fora dos 
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e 


Para prosseguir precisamos definir um evento: Este mesmo evento pode, evidentemente, ser des- 
Um evento é definido pelo ponto do espaço crito por números diferentes (xi, Xi. z1, fi) 
Pixa» Yı» 51) © pelo instante £, em que ocorre. num outro sistema inercial S’. 


o 


Em S, o intervalo entre os eventos | e 2 é definido Descrito no sistema S, o intervalo entre os eventos 
como s, onde 1e2és, onde 
P = Anta -Qa PP 


O intervalo entre a emissão de um pulso de luz Também em S, o intervalo entre os eventos de 
(t = 0) e a sua recepção em algum ponto (xyz) emissão e recepção do sinal é s = O. Assim, 
és=0: neste caso, s = y. 
Saer- 
ser-dr =o 


cones luminosos um do outro é independente da velocidade do sistema de refe- 
sência. Sabemos que x? — (ce e (4x - c An são invariantes sob transformiação 
de Lorentz. Êles têm o mesmo valor numérico em todos os referenciais que se 
movem, uniformemente, um em relação ao outro: 


(e AP- (Ax = (e AMP -(ASP = (asp. «em 


Aqui Ax e Ar são as diferenças nas coordenadas espaciais e temporais de dois even- 
tos medidas em S, e Ax e AY são as mesmas diferenças medidas em S. Quando 
dois eventos são externos aos cones luminosos um do outro em S, então | c Ar| 
< Jax] e 

(e ap -axt <0 us 
Esta desigualdade deve ser verdadeira em todos sistemas de referência, porque 
esta função é invariante de Lorentz. Quando dois éventos são internos aos cones 
luminosos um do outro em 5, (As) = O em $ e em S. 


Suponha que o evento 2 seja interno ao cone luminoso de 1 em S, então 
le Ar| > |x] para At = t3- ty € Ax = x;-x,. Portanto 


le ap- >o w 


também em $, e o evento 2 está sempre dentro do cone luminoso do futuro de 1. 
Agora, um sinal de 1 pode alcançar o ponto x, simultincamente com ou antes 
do evento 2 Aquilo que acontece em 1 pode afetar o que acontece em 2, e Estes. 
dois eventos podem ter uma relação causal. Algo que aconteça em 1 pode causar 
ou alterar um evento 2. 

A grandeza s, definida em (47) é chamada intervalo entre dois eventos. Quan- 
do os eventos ficam fora dos cones luminosos um do outro, então 


NAIP < (Aa, CJ 
e o invariante 
(9? > 0 em 
Nesta situação, definimos o intervalo como do tipo espaço. Quando dois eventos 
ficam dentro dos cones luminosos um do outro, então 
a >o o 


e definimos o intervalo como do ripo tempo. No caso da situação especial, na qual 
os dois eventos podem ser ligados por um sinal luminoso, temos 


(asp =o [E 
é o intervalo é do tipo da luz. 
cMr<|A (SP <0 Do tipo espaço Sem relação causal 
cM >jax|  (A9>0 Do tipo tempo Podem ter relação causal 
cAt=jax|  As=0 Do tpo da luz Podem ser ligados por 


O diagrama do cone de luz. A(s) coordenada(s) 


espacial(s) é representada por x e o tempo por f. 

Todos os eventos separados do evento em x = O, 
O por intervalos nulos, jazem sôbre as retas 
ta 


Nem todos os intervalos são nulos. Aqui está um 
outro evento 
(x =1=0, 


(x=3=2=0 =) 
O intervalo entre êstes dois eventos é s, onde 
s? = cèt} > 0, Os intervalos para os quais s? > O 
são chamados do tipo tempo. 


Todos os eventos do tipo tempo, separados do Uma vez que o quadrado de um intervalo s? 

evento 1 pelo mesmo intervalo s, onde s? = cit. um invariante de Lorentz, temos a mesma hipér- 

jazem sôbre a hipérbole mostrada. bole no diagrama do cone de luz de S. Mas o 
evento 2 está num lugar diferente. Por quê? 


Um outro exemplo: Dois eventos de coordenadas Todos os eventos, separados do evento 1 pelos 
espaciais diferentes e o mesmo tempo. Aqui mesmos intervalos que o evento 2, jazem sôbre 
P s-ana -0n (aa <0. a hipérbole mostrada. 


Intervalos para os quais s < O são chamados Embora o conceito de simultaneidade não tenha na relatividade um sentido 
do tipo espaço, preciso, existe um significado invariante do futuro e do passado, igual em todos 
sistemas de referência. O passado consiste em todos os eventos que poderiam, 
concebivelment, ter um efeito sôbre nós aqui e agora. Êstes efeitos jazem no cone 
luminoso do passado. O futuro consta de todos os eventos que poderiam, con- 
cebiveimente, ser afetados pelo que fazemos aqui e agora. Éstes eventos jazem 
no cone luminoso do futuro. Todos os eventos extemos a êtes dois cones lumi- 


Uma vez que o intervalo s é um invariante, tere- 
mos a mesma hipérbole no diagrama S. Nova- 
mente, o evento dois não ocupa mais a mesma 
posição que ocupava em S. 


nosos pertencem a regiões conformes ao espaço, e não podem ser afetados pelo 
que fazemos aqui e agora, nem ter um efeito sôbre o que fazemos aqui e agora. 

Nossa linha de universo é a nossa trajetória no espaço-tempo; é um itinerário 
que fornece nossa posição e tempo. Todos os eventos que já ocorreram em nossas 
vidas jazem no cone luminoso do nosso passado e todos os que ocorrerão jazem 
no do nosso futuro, porque nunca podemos exceder a velocidade da luz 

Se tivéssemos considerado três dimensões espaciais em lugar de uma. então, 
devido ao fato de que y = y’ e z = z' nas transformações de Lorentz com veloci- 
dade relativa V na direção x, deveriamos obter outra vez o quadrado invariante 
do intervalo 


(AP = (e APAs- (Ar (AF s 
em S, e o mesmo quadrado invariante 
(am = (e AP -AxA (307 65 


num outro referencial $, 
Exceto pelo sinal menos, (As? tem a mesma forma que a (distância)? em coor- 

denadas cartesianas, entre dois pontos num espaço plano: e também, exceto os 

sinais menos, a (55) parece esta mesma (distância)? expressa em têrmos de um 

sistema cartesiano diferente, girado relativamente ao primeiro. Esta analogia pode 

ser explorada em detalhe, de modo que as transformações de Lorentz podem ser 

tratadas como uma espécie de rotações no espaço-tempo. 
Introduzimos as coordenadas. 


nan mex o} e usia so 

em analogia com as coordenadas cartesianas no espaço cuclideano quadridimen- 

sional, Aqui f = (-1)'%, A distância emre um ponto e a origem é 
RD a Eaa 17 


Uma rotação em tôrno do eixo x, = z muda as coordenadas de um „unto fixo 
(um vetor) conforme dado em (46). Se expressarmos o co-seno e o seno do ângulo 
de rotação em têrmos das relações entre os comprimentos dos lados a e b de um 
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A “linha de universo” é uma sucessão de eventos, 
os posteriores ligados casualmente aos anteriores 
Ela deve portanto estar dentro do cone de luz, 
conforme é mostrado. 


Uma das maneiras de determinar a transfor- 
mação de Lorentz consiste em tomar um eixo 
ict e um eixo x, Então 

Pax-cr, 
e P = — s? é um invariante na transformação 
entre x, f e x, t. 


Quando é invariante a distância entre dois pontos 
numa transformação linear x, y — x, y de 
coordenadas comuns? Quando esta transformação 
Sôr uma rotação! 


triângulo retângulo, a (46) torna-se 


ax, + br Vo aah, 


ne (9 
A forma (58) assegura que x? +y? = x? + y2- 
ESP + (È + tj 
Gus (op o OL DCE psp o 


(aè + b°) 

Mas iao pas rea a qdo = Be P = De 
+ ad e e) penas 

Siena 
Eae w 
E pda id À Qt ma e 
Md bi e rãs E ms o os cpu a 
A ad fg 0 1 mo Pt a ea de 
cor, cit a cao e de ne 
vc O peça Ea Adro aa qa aa 
EE E na = En ae Eira 
Ur El qua quado do quina ão ce pa 
Alem. to que Ee qo e tao so 
pride a tamo tam o ei qua a 
Cairo do a eo Cn rp na 
fr mia fa es qi A ni De a 
A GE de um ve ão am er $ me et. eos o 
cor qu podas nero: edge pl do ca 2 

ENS. ami Rá w 
E d pesad O Ird  d 
Ce pp e ida e pao 
o pare 


G3 


A grande wilidade do conceito e da notação de quadrivetor sob transformação 
de Lorentz consiste em que ela nos permite em pensar, escrever equações wde- 
pendentes de qualquer referencial não acelerado específico. Tais equações satis- 
Ezam, automisicament, o postulado da relatividade que as les gerais da fica 
tão as mesmas em todos os sisters de eeêncainrcn No caso ds vetores 
comuns à equação a = é independente do sistema de coordenadas. Em témos 
das componentes temos a; = b, para i = 1,2e 3. Num sistema de coordenadas 
direto qual as componentes de a so a? € es de bão by, continua verdadeiro 
que a = h. 
Podemos também formar invariantes escalares: 

= aa, - Saia, w 


tem 


n= 69 
vale em todos sistemas inerciais, para cada j, e representa portanto quatro equa- 
ções, Ela enuncia a conservação do momento e da massa-cnergia relativisticos 
na reação na qual as particulas iniciais 1 e 2 se transformam nas finais 3 e 4. O 
módulo do quadrivetor é um invariante escalar sob transformações de Lorentz: 


(Me (66) 


E 
Epoo or 
Esta relação é deduzida no Cap. 12 Anàlogamente 


Ex esrsr tar En 
que é um escalar da “mesma forma que 
DE +m, + past E) 


A soma de dois ou mais vetores é um vetor: P, = 9, + 9, ë um vetor, de modo 
que, de (66), um outro escalar é: 
Bone ÈO + pP = + pp 


Eo E 


a 


vape oe] aeron em 

No Cap. 12, chegamos a (65) e (69) sem qualquer referência explicita à noção 
de quadrivetor no espaço-tempo. Aquilo que ganhamos pelo conceito do espa- 
ço-tempo é uma compreensão extra e uma maneira simples e elegante de escrever 
as equações invariantes sob transformações de Lorentz Êste método sugere uma 
generalização a uma descrição mais abstrata e complicada matematicamente, que 
surge na teoria quântica relativista e na formulação mais geral, de Einstein, da 
piorando E EAE 
mar a e 
e a 

As transformações de Lorentz correspondem a rotações do sistema de coorde- 
pane ae ti e 
invariantes sômente sob êste tipo de transformação. Os vetores comuns fornecem 
uma notação que permite escrever relações sem referência a um sistema de coor- 
denadas, no espaço tridimensional ordinário. A própria transformação de Lorentz 
caes ia no 
descoberta de Einstein; o qual, na teoria de relatividade geral, explorou a possi- 
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bilidade de escrever as leis fisicas na forma independente de rôdas as transforma- 
ões no espaço-tempo, e não apenas das que levam de um referencial não acelerado 
a outro. A geometria do espaço-tempo deixa de ser necessâriamente euclideana, 
mas pode ter uma curvatura. 


NOTA HISTÓRICA SIMULTANEIDADE NA RELATIVIDADE ESPECIAL 


Citamos, aqui, o início do primeiro artigo de Einstein, sôbre relatividade es- 
pecial. A discussão de simultancidade, dada aqui, tem importância fundamental 


SÓBRE A ELETRODINÂMICA DOS CORPOS EM MOVIMENTO! 
Por A. Einstein 


Sabe-se que  eltrodinâmica de Maxwell — conforme usualmente entendida 
no presente — leva, quando aplicada a corpos em movimento, a assimetrias que 
não parecem ser inerentes aos fenômenos. Tomemos, por exemplo, a ação eletro- 
dinâmica reciproca entre um imã e um condutor. O fenômeno observável depende, 
aqui, sómente do movimento relativo do condutor e do imã, enquanto que o ponto 
de vista usual traça uma distinção aguda entre os dois casos, nos quais um ou 
outro déses corpos está em movimento. Pois quando o imà está em movimento 
€ o condutor em repouso, surge nas vizinhanças do imá um campo elétrico, dotado 
de uma certa energia definida, que produz uma corrente onde estejam situadas 
partes do condutor. Mas, quando o imã está estacionário e o condutor em movi- 
mento, não aparece campo elétrico nas vizinhanças do imã. No condutor, entre- 
tanto, encontramos uma fòrça eletromotriz, à qual não eriste própriamente uma 
energia correspondente, mas que origina — admitindo-se a igualdade do movi- 
mento relativo nos dois casos discutidos — correntes elétricas de mesma traje- 
tória e intensidade que as produzidas pelas fbrças elétricas no caso anterior 
Exemplos dést tipo, junto com tentativas mal sucedidas de descobrir qual- 
“quer movimento da terra, relativamente ao “meio luminoso”, sugerem que os 
fenômenos da eletrodinámica, bem como os da mecânica, não possuem proprie- 
dades correspondentes à idéia de repouso absoluto. Éles antes sugerem que, con- 
forme já foi demonstrado em primeira ordem nas quantidades pequenas, as mes- 
mas leis da eletrodinâmica e da ótica serão válidas para todos os sistemas de 
referência nos quais são válidas as equações da mecânica ** Elevatemos esta 
conjetura (cujo conteúdo será, daqui em diante, denominado o “Principio de 
Relatividade") ao status de um postulado, e introduziremos também um outro 
postulado, apenas aparentemente inconciável com o anterior, a saber, que a 
luz propaga-se sempre no vácuo com uma velocidade definida c, independente 
do estado de movimento do corpo emissor. Estes dois postulados são suficientes 
para atingir uma teoria simples € consistente da eletrodinâmica dos corpos em 
movimento, baseada na teoria de Maxwell para corpos estacionários. A introdu- 
São de um “éter luminifero” revelar-se- supéiua, na medida que o ponto de vista 
aqui desenvolvido não requererá um “espaço absolutamente estacionário” provido 


* Excerto de “Zur Elektrodynamik bewegter Korper”, Ann. Physik 17, 891-921 
(1905). tr. (para inglês) por W. Perrett e G. B. Jeffery, em “The principle of rela- 
tivity” (Menthuen, London, 1923; reimpressão, Dower, New York). Tôdas as 
notas de rodapé também são excertadas. 

= A memória precedente de Lorentz não era conhecida pelo autor naquela 
ocasião. 


de propriedades especiais, nem atribui um vetor velocidade ao ponto do vácuo 
no qual se verificam os processos eletrodinâmicos. 

À teoria a ser desenvolvida é baseada — como tôda a eletrodinâmica — na 
cinemática do corpo rígido, uma vez que as asserções de qualquer teoria dëste tipo 
tem algo a ver com as relações entre corpos rigidos (sistemas de coordenadas), 
relógios e processos eletromagnéticos. Consideração insuficiente desta circuns- 
tància está na raiz das dificuldades encontradas atualmente pela eletrodinâmica 
dos corpos em movimento. 


1. PARTE CINEMÁTICA 
1. DEFINIÇÃO DE SIMULTANEIDADE 


Consideremos um sistema de coordenadas no qual sejam válidas as equações 
de Newton da mecânica * A fim de tornar mais precisa a nossa apresentação, e 
distinguir verbalmente éste sistema de coordenadas dos outros que serão intro- 
duzidos depois, chama-lo-emos de “sistema estacionário”. 

Quando um corpo material está em repouso relativamente a éste sistema de 
coordenadas, sua posição pode ser definida relativamente a čie pelo emprêgo de 
padrões de medida rígidos e dos métodos da geometria cuclideana, e pode ser 
expressa em coordenadas cartesianas 

Quando queremos déscrever o movimento de um ponto material, fornecemos 
os valôres de suas coordenadas como funções do tempo. Devemos ter cuidado- 
samente em mente que uma descrição matemática dêste tipo não tem significado 
físico, a menos que sejamos inteiramente claros a respeito do que entendemos 
por “tempo”. Devemos levar em conta que todos os nossos julgamentos, nos 
quais tempo tenha um papel, são sempre julgamentos de eventos simultâneos. 
Quando digo, por exemplo. “O trem chega aqui às sete horas”, quero dizer algo 
como: "A superposição do ponteiro pequeno do meu relógio sôbre sete a chegada 
do trem são eventos simultâneos "++ 

Poderia parecer possivel superar tôdas as dificuldades inerentes à definição 
de “tempo” substituindo “a posição do ponteiro pequeno do meu relógio” por 
“tempo”, De fato, tal definição é satisfatória quando estamos interessados em 
definir o tempo exclusivamente para o local em que está localizado o relógio 
mas deixa de sê-lo quando temos de ligar no tempo com uma série de eventos 
que ocorrem em locais diferentes, ou - o que dá no mesmo avaliar os tempos de 
eventos que ocorrem em lugares afastados do relógio. 

Poderiamos, evidentemente, contentar-nos com os valôres do tempo deter- 
minados por um observador estacionado ao lado do relógio na origem das coorde- 
nadis, e que coordena as posições dos ponteiros com sinais luminosos corres- 
pondentes, emitidos por todos os eventos cujo tempo deve ser registrado, e que o 
alcançam através do vácuo. Mas, esta coordenação sofre a desvantagem de não 
ser independente da posição do-observador munido do relógio, conforme sabemos 
por experiência. Chegamos a uma determinação muito mais prática, acompa- 
nhando a seguinte linha de raciocínio. 

Se existir um relógio no ponto A do espaço, um observador em A pode deter- 
minar os valôres do tempo para eventos na proximidade imediata de 4, obser- 
vando as posições dos mostradores que sejam simultâneas com stes eventos. 


ti è em primeira aproximação. 

Não discutiremos, aqui, a inexatidão oculta no conceito de simultâncidade 
de dois eventos aproximadamente no mesmo local, que apenas pode ser removida. 
por meio de uma abstração. 


Se num ponto B do espaço existir um outro relógio, sob todos os aspectos seme- 
lhante ao de A, será possivel a um observador em B determinar os valôres do 
tempo para eventos nas vizinhanças imediatas de B. Mas não é possivel, sem 
outras hipóteses, comparar, com respeito ao tempo, um evento em A com um evento 
em B. Atè agora definimos apenas o “tempo 4” e o “tempo 8". Não definimos um 
“tempo” comum para À e B, pois ste último não pode ser definido ao todo a menos 
que estabeleçamos por definição que o “tempo” necessário para a luz para viajar 
de A a B seja igual ao “tempo” necessário para viajar de B a A. Consideremos um 
raio luminoso que parte, no instante 1, do “tempo A”, de A na direção de B, e seja 
e refletido em B na direção de A, no instante ty do “tempo B”, para retornar 
a A no instante £y’. do “tempo 4”. 
De acôrdo com a definição, os dois relógios estão sincronizados se 


Admitimos que esta definição de sincronismo é livre de contradições « pos- 
sível para um número qualquer de pontos; e que as relações seguintes são univer- 


2 Se o relógio em A está sincronizado com o relógio em B, e também com o 
relógio em C, então os relógios em B e em C estão sincronizados entre si. 

Assim, com auxilio de certas experiências fisicas imaginárias resolvemos o 
que deve ser entendido por relógios estacionários sincronizados e localizados em 
lugares diferentes, e obtivemos, evidentemente, uma definição de “simultaneidade” 
ou “sincronismo” e de “tempo”. O “tempo” de um evento é aquéle que é dado 
simultâncamente com éste evento, por um relógio estacionário situado no local 
do evento, estando éste relógio sincronizado, e mesmo sincronizado para tôdas 
as medidas de tempo, com um relógio estácianário especificado. 

De acôrdo com a experiència, admitimos ainda que a grandeza 
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seja uma constante universal — a velocidade da luz no vácuo. 

É essencial ser o tempo definido por meio de relógio estacionários no sistema 
estacionário, e sendo o tempo ora definido apropriado ao sistema estacionário, 
denominamo-o “o tempo do sistema estacionário”. 


2 SOBRE A RELATIVIDADE DOS COMPRIMENTOS E DOS TEMPOS 

As reflexões seguintes são baseadas no princípio de relatividade e no princípio 
da constância da velocidade da luz. Definimos èstes dois principios como se segue 

1. As leis, de acôrdo com as quais os estados de sistemas físicos sofrem mu- 
danças não são afetadas, quer estas mudanças de estado sejam referidas a um ou 
outro de um par de sistema de coordenadas, em movimento de translação uni 
forme. 

2 Qualquer raio de luz move-se no sistema de coordenadas “estacionário” 
com a velocidade determinada c, quer èste raio seja emitido por um corpo estacio- 
mário quer por um em movimento. Portanto 


trajeto da luz 
Tmtervalo de tempo 
onde o intervalo de tempo deve ser tomado no sentido da definição no 1. 


velocidade = 


Seja dado um bastão rigido estacionário: seja! o seu comprimento medido 
por uma régua também estacionária. Imaginamos, agora, o cio do bastão jazendo 
ao longo do eixo x do sistema estacionário de coordenadas e que, em seguida, 
seja impristido so bastão tm imorinento waiora de trâmleção paralla, com 
‘velocidade s, ao longo do eixo x e na direção de x crescentes. Investiguemos agora 
a comprimento do bastão em movimento: suponhamos que êle seja determinado 
pelas duas operações seguintes — 

a) O observador movese com uma régua dada junto com o bastão a ser 
medido e made o seu comprimento diretamente por superposição da réguas, exata- 
mente da mesma forma como se tudo estivesse em repouso. 

b) O observador certifica-se em que pontos do sistema estacionário as duas 
extremidades do bastão a ser medido estão localizadas num tempo definido, por 
meio de relógios estacionário, colocados no sistema estacionário e sincronizados 
deacôrdo como 1 A distância entre èstes dois posto, medida pela régna já end, 
ue neste caso está em repouso. também um comprimento que pode ser designado 
como “o comprimento do bastão” 

De acórdo com o princípio da relatividade, o comprimento a ser achado pela 
operação) - chami-lo-emos “o comprimento do bastão no sistema em movi- 
mento” — deve ser igual ao comprimento 1 do bastão estacionário. 

O comprimento à ser encontrado pela operação b) será chamado “o compri- 
mento do bastão (em movimento) no sistema estacionário”. Êste último será deter- 
minado com base nos nossos dois principios e verificaremos que difere de L. 

A cinemática corrente admite táitamente que os comprimentos determinados. 
por estas duas operações são precisamente iguais ou, em outras palavras, que 
“um corpo rigido em movimento pode, no instante 1 ser perfeitamente represen- 
tado nos aspetos geométricos, pelo mesm corpo em repouso nama posição definida 

Imaginemos ainda que nas extremidades 4 e B do bastão sejam colocados 
relógios sincronizados com os relógios do sistema estacionário, o que significa 
que suas indicações correspondem, a qualquer instante, so “tempo do sistema 
estacionário” nos lugares onde les se acham. stes relógios são, portanto “sin- 
cronos no sistema estacionário”. 

Imaginemos ainda que com cada relógio está um observador móvel, e que 
êstes observadores aplicam a ambos os relógios o critério estabelecido no | para 
a sincronização de dois relógios. Seja um raio luminoso que pare de 4 ao iempo" 
fa e seja Ee refletido em B no instante ty, alcançando outra vez A no instante 1, 
Levando em consideração o principio da constância da velocidade da luz. encon- 
tramos 


onde ras designa o comprimento do bastão móvel — medido no sistema estacio- 
nário. Observadores que se movem com o bastão verificariam assim que os dois 
relógios não estavam sincronizados, enquanto que os observadores no sistema 
estacionário declarariam que os relógios eram sincronos. 

Percebemos, assim, que não podemos associar um significado absoluto ao 
conceito de simultaneidade, mas que dois eventos que são simultâncos, quando 
vistos de um sistema de coordenadas, não mais podem ser considerados simul- 
tâneos, quando vistos de um sistema que se move em relação áquele 


* Aqui “tempo” designa “tempo do sistema estacionário” e também “posição 
dos ponteiros dos relógios em movimento situados no lugar sob discussão” 


C: apítulo 12 


Conservação do momento 363 Particulas de massa de repouso nula 379 
Energia relativistica 368 Transformação da taxa de variação do 
Transformação do momento e da energia 370 momento 382 

Exemplo: Colisão inelástica 31 Constância da carga 383 
Equivalência entre massa e energia 372 
j Exemplos: Conversões massa-energia 373 PROBLEMAS 384 
Reações energéticas 
estrelares 376 NOTA HISTÓRICA: A RELAÇÃO 


Trabalho e energia 377 MASSA-ENERGIA 386 


Dinâmica relativística: 
momento e energia 


A mudança básica dos nossos conceitos de espaço e tempo, 
expressa na transformação de Lorentz, afeta profundamente tôda 
a fisica. Devemos reexaminar agora as leis da física, na forma em 
que foram desenvolvidas e confirmadas para baixas velocidades 
(© < c), para verificar se são compatíveis com a teoria da rela- 
tividade. Não deveríamos surpreender-nos ao verificar que as leis 
mudam quando estendidas a domínios novos. Mudam de tal 
maneira que, para baixas velocidades, reavemos as formas New- 
tonianas que, conforme sabemas por experiência, são precisas 
no limite de baixas velocidades. 


Como no Cap. 3, admitimos como possiveis leis fisicas apenas 
as leis que são idênticas em todos os sistemas de referência em 
movimento relativo não acelerado. Mas, em lugar de usar a trans- 
formação de Galileu para transformar uma lei física de um re- 
ferencial a outro, usamos agora a transformação de Lorentz, 
que se reduz à de Galileu quando s/e — 0. Em vez de insistir 
na invariância das leis da fisica sob a transformação de Galileu, 
insistimos agora na sua invariância sob a de Lorentz. 


Dois observadores em referenciais diferentes S e S' deduzem 
leis físicas. Cada um exprime-as em têrmos de comprimentos, 
tempos, velocidades e acelerações, medidas no seu próprio sis- 
tema. Às leis devem ser idênticas na forma, quer sejam expressas 
nas variáveis do sistema S, quer nas do S'. Assim, quando usamos 
a transformação de Lorentz para transformar de x, y, z, t, de S 
para x, y’, 7, t de S, qualquer lei fisica deduzida em S é tradu- 
zida à linguagem de S' e deve permanecer invariável na sua forma. 
O significado de tudo isto ficará claro à medida que formos exa- 
minando problemas específicos. 


CONSERVAÇÃO DO MOMENTO.* Desejamos encontrar uma 
definição do momento p que se reduza a Mv, quando r/c > 1, 
(onde M é a massa de repouso**) e que assegure a conservação 


* N. de T, Vide a nota do tradutor no cap. 6, relativa ao uso do têrmo momento. 


+º A massa de repouso é definida como a massa inercial no limite não rela- 
tivistico e< 1 


A S 


Uma colisão entre duas esferas de massa M veri- 
fica-se no plano xy. As velocidades nas direções 
xe y são as mostradas. 


Os momentos não relativisticos individuais na 
direção y são mostrados. O momento total na 
direção y é nulo antes e depois da colisão. 


do momento nas colisões, quaisquer que sejam as velocidades 
das partículas relativamente ao sistema de referência. Encontra- 
remos a definição apropriada pelo estudo de uma colisão espe- 
cifica. Em primeiro lugar, mostramos através de um exemplo, 
que o momento Newtoniano Mv (não relativístico) não é conser- 
vado em colisões que envolvem velocidades relativísticas. 
Considere as figuras ao lado que descrevem uma colisão entre 
duas partículas de mesma massa. Escolhemos um referencial S 
tal que as partículas aproximam-se uma da outra com velocida- 
des iguais e opostas: a componente y da velocidade da particula 
1 — r, antes da colisão +, depois dela, Neste referencial, o 
centro de massa está em repouso. A componente y total deve ser 
nula por simetria, tanto antes como depois da colisão. Isto será 
verdadeiro não importa que definição usemos para momento, 
desde que êle tenha sinais opostos para + v,. Portanto aqui 


encontramos dificuldades (quer a expressão seja correta quer não) 
com a definição Newtoniana p = Mv: a variação de p, da par- 
tícula 1 é 2Mv, e a variação de p, da partícula dois é -2Mv, de 
modo que a variação total da componente y do momento New- 
toniano é zero. 

O referencial S' move-se com a velocidade V = v,ã referente 


vistica de velocidades, na Eq. (11.204), que uma componente 


Observamos a colisão no referencial S. Que 
acontecerá se a observarmos do referencial S, 
que tem velocidade V = v, relativamente a S, 
conforme é mostrado? 


Em $ encontramos 


D=- yi 


[Veja Eq. (1124) 


de velocidade da particula, vista como v, por um observador 
em repouso, em 5, será vista como 


veis)” o 


por um observador em repouso em S. Éste resultado tem por 
consequência que os módulos das componentes y das velocidades 
das particulas 1 e 2 não são iguais em S', embora fôssem iguais 
em S. Pois, vemos de (1) com V= r, (da partícula 2), que para 
as componentes y da velocidade, vistas em S’, temos 


yil) e 


ya B 


Estas componentes da velocidade são agora iguais em módulo. 
De (1) segue-se que as componentes y da velocidade terão módulos 
diferentes, quando vistos de qualquer referencial que se mova 
na direção x relativamente a S, porque as componentes x das 
velocidades das partículas 1 e 2 não são iguais em S (uma é o 
negativo da outra). Desta forma, a variação de momento, 2M, (2), 
não é igual em módulo à variação de momento 2Mt, (1). Vemos que 
uma definição na qual o momento é diretamente proporcional 
à velocidade não pode assegurar a sua conservação em todos os 
Sistemas de referência. Ou a conservação do momento é incom- 
patível com a invariância de Lorentz, ou existe uma outra defi- 
nição tal que a conservação do momento seja válida em todos os 
sistemas com velocidades relativas constantes. 

Procuramos, agora, uma definição de momento invariante 
sob transformação de Lorentz. A definição deve ser tal que a 


No nôvo referencial S' o momento relativistico 
não é o mesmo na direção y antes e depois da 
colisão. Há um aumento liquido da componente 
y do momento não relativístico. 


Para que a conservação do momento seja válida 
em todos os sistemas de referência, definimos 
novamente p como segue: para uma particula 
de velocidade v e massa de repouso M, 


My 


Virj 


Os módulos do momento relativístico e não rela- 


tivístico estão representados no gráfico. 


componente y do momento de uma partícula seja independente 
da componente x de sua velocidade, no referencial no qual é 
observada a colisão. Quando fôr encontrada tal definição, a 
conservação da componente y do momento num referencial 
assegurará a sua conservação em todos os outros. Sabemos que, 
sob transformação de Lorentz, o deslocamento Ay na direção y é 
o mesmo em todos os sistemas de referência; mas, o tempo Ar 
necessário para percorrer a distância Ay depende do referencial 
e portanto a componente r, = Ay/Ar da velocidade depende do 
referencial. Para medir Ar podemos referir-nos a um relógio 
transportado sôbre a partícula, em lugar dos relógios de labora- 
tório. Êste relógio mede o intervalo de tempo próprio da partícula 
Ac. Todos os observadores concordarão quanto ao valor de Az, 
Assim, a grandeza Ay/At à a mesma em todos os sistemas de 
referência. 


Sabemos que At e Ar diferem pelo fator de dilatação temporal 
da Eq. (11.31), de modo que temos 


ata a(i a [o 


de onde 
TA de dA USE a 


Vemos de (5) que a componente y de v/(l — 12/c2)'2 será a mesma 
em todos os sistemas de referência que difiram apenas nas compo- 
nentes x de suas velocidades. Se definimos o momento relati- 
vístico por 


Mv 
PE Top © 


então, a conservação da sua componente y serå válida em qual- 
quer outro referencial inercial que difira do de repouso por uma 
velocidade constante na direção x. Note que podemos escrever 


p= Mchy, (g) 


a partir das definições $ = r/c e y = (1 — s/c) ™? introduzidas 
no Cap. 11. 

Por conveniência, usamos eixos simètricamente dispostos, 
de modo que nesta colisão não houvesse variações das compo- 
nentes x de qualquer uma das partículas. Segue-se que p,, con- 
forme definido por (6), é automaticamente conservado; assim, 
com esta definição, temos a conservação relativistica completa 
do momento na colisão de duas particulas idênticas. O estudante 
poderá mostrar que, mesmo que a particula 2 tenha massa dife- 
rente da 1, o argumento acima continua válido, de modo que esta- 
mos de posse de uma lei relativistica de conservação de momento. 
Para v/c < 1, a definição de momento reduz-se à não relativis- 
tica p = My. É um fato experimental que o momento, conforme 
definido em (6), é conservado em todos os processos de colisão. 

Podemos escrever o momento relativistico (6) como 


P= Mov, (8 
de modo que possamos interpretar 


M 
MO = Mayor = My 9 


A nova definição do momento conduz ao se- 
guinte comportamento da massa 


Mo) = ——AL 


“como a massa relativistica de uma particula cuja massa de repouso 
É M, quando em movimento com velocidade v. A massa de repouso 
é a massa para v — 0. Quando v — c, M(v) — ®©. O aumento 
relativistico da massa foi verificado em várias experiências de 
deflexão de elétrons; é também verificado implicitamente durante 
a operação de qualquer acelerador de partículas de alta energia. 
Uma formulação alternativa da Eq. (9), dada abaixo, ressalta 
diretamente a relação entre energia e momento relativísticos, 
sendo fregiientemente mais simples de se aplicar. 


ENERGIA RELATIVÍSTICA. Consideramos, em primeiro lugar, 
a energia relativística do ponto de vista formal. De (7), o qua- 
drado do momento relativístico pode ser escrito como 


P =Ma py do) 
A identidade 
1 r 
ae Tuga a 
ou 


ř-Pr=1, (a) 


é um invariante de Lorentz já preparado, porque 1 é uma constante. 
Multiplicando-o por M?c*, temos 


MG 


Me, (12) 


M?c*y plc? = M?°c*, usando a (10). (12a) 


Uma vez que a massa de repouso é constante, sabemos que M?c* 

também o é sendo portanto um invariante de Lorentz como 

deve ser. Mas que dizer da grandeza física M?c*y?? O seu papel 

na (12a) sugere fortemente que deve tratar-se de uma grandeza 

fisica importante, pois quando subtraimos dela p?c?, obtemos o 

número M?c* que é invariante sob transformações de Lorentz. 
Consideremos a quantidade 


My = Me ie a3) 


Para $ < 1, ela se toma 


ZMA +i +S M? iM (14) 


A energia relativistica E = MEL 3/2)? ea 
energia cinética não relativistica K = (1/)M1? 
representada em função de s/e. Para vjc « 1, 
as curvas de E e K têm formas quase idênticas, 
pois MCAL- 3/3 a Me? + (DM. Para 
vie ~ 1, E cresce muito mais rápidamente do 
que K. 


O têrmo 4M1? pode ser reconhecido como a energia cinética K 
no limite não relativístico. Suponha que definamos a energia 


relativistica total E de uma particula livre pela equação 


E=My 


Então a (12a) nos diz que 


Pê at, 


as 


a9 


que é um invariante de Lorentz. Quando transformamos de um 
referencial a outro, com p > p' e E — E”, então a invariância de 


(16) significa que 
E po = E -pe = M'i. 


a7) 


É isto que temos em mente quando dizemos que (16) é um inva- 
riante de Lorentz. Ressaltamos que M designa a massa de repouso 
da partícula, sendo um número invariante sob transformação 
de Lorentz. 


TRANSFORMAÇÃO DO MOMENTO E DA ENERGIA. 
Vimos de (4) e (6) que 


dx dz 
n=M T Mī 9 
Segue-se de (4) e (15) que podemos escrever E como 
d 
E= MeS a9 
usando dijde = (1 — 62) "2. Uma vez que M e t são invariantes 


de Lorentz, segue de (18) e (19) que p,, py» P; € Eje devem 
transformar-se sob transformação de Lorentz exatamente como 
x,» z € t O resultado (20) é obtido porque sabemos como se 
transformam êstes últimos. Usando as transformações dadas no 
Cap. 11, temos as relações de transformação para momento e 
energia: 


(20) 


As transformações inversas resultam da mudança de -f em + f 
e da permuta das grandezas com e sem índice linha 


(204) 


Podemos determinar a velocidade da partícula a partir do seu 
momento e energia, usando (18) e (19) 
dx dx de po Mè Cp, 


dade ME E UM 


p=vÊ. (ta) 


EXEMPLO. COLISÃO INELÁSTICA. Suponhamos que duas 
partículas idênticas colidem e permanecem ligadas para formar 
uma terceira. No referencial 5, no qual o centro de massa está 
em repouso, temos (pela definição do centro de massa): 


Pi +p: a 


A particula formada deve estar em repouso. Num outro referen- 
cial S', temos 


Pr + Ppr = Py- (23) 


Podemos exprimir a (23) em têrmos das grandezas observadas 
em S por meio da transformação (20): 


E, + E) 
c 
BE, 


= Pas = wa- F. es 


Pa + Paa = WPa + Pra) 


Aqui E, e E; são as energias das partículas iniciais e E, a da 
formada, em S. Mas, py, = 0e pu + Ps2 = 0, de modo que (24) 
reduz-se a 


E, 


E, +E. e9 


Este resultado nos diz que a energia relativistica é conservada 
ma colisão. Esta discussão lembrar-lhe-á a nossa discussão da 
conservação da energia e momento no Cap. 3. 

E, = E, porque as partículas são idênticas; usando (15) para 
Es, temos para E, determinada em S. 


M; = Tay (26) 


Aqui, M, é a massa de repouso da partícula, e v é a velocidade 
inicial da particula 1 ou 2 no sistema S. Neste exemplo, a massa 
M, da partícula produto é maior do que a soma 2M das massas 
de repouso das duas partículas iniciais. A energia cinética das 
partículas iniciais foi convertida numa contribuição à massa de 
repouso da particula produto. 

Verifica-se, ao se considerar as colisões mais gerais possíveis 
que o momento sómente poderá ser conservado se a soma 


Me 
Faea Es id 
sn 


estendida a tôdas as partículas incidentes, fôr igual à mesma soma 
extensiva às partículas que saem.* Vimos um exemplo disto 
(26). Isto é, o momento poderá ser conservado numa colisão re- 
lativistica sômente se a energia relativistica também o fôr. 

A nova massa de repouso M, é maior do que a soma 2M 
“das massas de repouso iniciais. Para f < 1, podemos descrever 
parcialmente éste aumento em têrmos de conceitos não relati- 
vísticos. Uma vez que 


en 


a energia cinética! 
= Au + mg poi, as) 


Assim a massa de repouso M, é composta não sòmente da 
soma das massas de repouso das particulas que entram mas, 
também, de uma contribuição proporcional à sua energia cinética. 
Êste exemplo de uma colisão ineléstica, (28) mostra que houve 
conversão da energia cinética em massa. [Escrevemos (28) para 
B pequeno, apenas porque é mais fácil apreciar a conversão 
massa-energia. A conversão também é válida para £ mais alto] 
De (28), a relação entre o aumento de massa 


AM = M,-2M 09 
é a energia cinética que desapareceu é 
Energia cinética = CAM. (30) 


EQUIVALÊNCIA ENTRE MASSA E ENERGIA. A possi- 
bilidade da permuta entre massa de repouso e energia (e a rela- 
ção quantitativa entre elas) foi considerada por Einstein como a 
contribuição mais significativa da teoria da relatividade. Enquanto 
as partículas não adquirem velocidades significativas relativamen- 
te à da luz, podemos usar a definição não relativistica da energia 
cinética, da qual concluímos que, em qualquer colisão entre par- 
tículas (mesmo quando os números das particulas incidentes e 
emergentes forem diferentes). qualquer perda ou ganho liquido da 
massa de repouso vêzes c? é igual ao ganho ou perda liquida da 
energia cinética. Numa colisão inelástica na qual há perda de 


*Não podemos aplicar diretamente (26a) quando fótons estão envol- 
vidos na colisão, porque para o fóton r = c Nas Eqs. (54) e (59) mostraremos 
como lidar com o problema quando estão envolvidas outras particulas de massa 
de repouso mula. 
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energia cinética, pelo contrário, deve haver aumento das massa 
de repouso das partículas que saem. 

Vemos, de (9) e (15), que podemos escrever E = M(v)c?. Assim. 
a definição natural da energia na teoria da relatividade é tal que 
o enunciado (30) é válido exatamente para a energia total, sem 
restrição a vje < 1: 


AE = AMi 6) 


(Uma dedução exata é dada na nota histórica no fim do Cap. 12) 
A variação AM da massa de repouso, associada com a conversão 
da energia cinética em massa de repouso, é geralmente muito pe- 
quena nos processos cotidianos, por que c é muito maior do que 
as velocidades comuns. 

Um sistema de energia relativistica total E tem associada uma 
massa inercial M = E/c”. Considere uma caixa desprovida de 
massa que contém N partículas em repouso, de massa M cada. 
A caixa exibe massa inercial NM quando tentamos acelerá-la; 
e momento NMV quando lhe imprimimos velocidade V. Mas 
se cada uma das partículas tem velocidade v e energia ci- 
nética 1Mv? dentro da caixa, então a massa inercial da caixa é 
N(M + Mr?/2c°) e seu momento é NV(M + Mt?/2:2), Nestas 
expressões, as velocidades V e v foram supostas muito menores 
do que c. 

Anâlogamente, uma mola comprimida tem massa maior do 
que uma não comprimida, sendo o aumento igual ao trabalho 
necessário para comprimi-la, dividido por c?. Quando a mola 
comprimida é completamente dissolvida em ácido, os produtos 
de reação têm massa ligeiramente (mas demasiadamente pouco 
para que seja possível medir) maior do que teriam se a mola não 
estivesse comprimida. 


EXEMPLOS, CONVERSÕES MASSA- ENERGIA. a) Quan- 
do duas massas de 1 g, com velocidades iguais e opostas de 10º 
cm/seg, colidem e se ligam, a massa de repouso adicional do 
par ligado é 


AE 


am == E 


1 
grar 
Isto é menos do que a precisão com que a massa de uma grama 
pode ser medida. 

b) Um átomo de hidrogênio consiste num elétron ligado a um 
próton; sua massa de repouso My é menor do que a soma das 
massas de repouso m do elétron livre e M, do próton. O acrésci- 
mo de massa das partículas livres é igual à energia de ionização 
(de ligação) dividida por c?. A massa My de um átomo H é 


x 10H g (E 
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1,67338 x 107% g Sabe-se que a energia de ligação do elétron 
ao próton é 13,6 ev ou 22 x 10-!? erg, de modo que 


Mem My = 2210 casi (3 


que é 1 parte em 10º da massa do átomo de hidrogênio, nova- 
mente demasiadamente pouco para ser medido. 
<) A soma das massas de repouso do próton e do nêutron é 
M, + M, = (1.6725 + 1,6748) x 1072+ 
=33403 x 104 g (34 


A energia de ligação do dêuteron, relativamente a um próton € 
um nêutron livres, é 2.226 Mev, que é igual a 

cerne 436m, 65 
onde m = 0911 x 107? g é a massa de repouso do elétron. 


Energia de ligação de núcicos, em Mev, em 
função do número de massa A do núcleo. Lem- 
bre-se que 1 Mev equivale å massa de 1,76 x-107" g. 
Nem todos os núcleos estão representados no 
gráfico. 


A curva de fração de inclusão ("packing fraction”) 
O defeito de massa A é definido como a diferença 
entre a massa atômica M de um isótopo e o 
seu número de massa A: A = M - A. À fração 
de inclusão F é definida como 


B 
Ê 


A energia de ligação por núcleon, em Mev, em 
função do número de massa A. O ponto assin: 
lado por « corresponde a He*, que tem energi 
de ligação relativamente grande. 


A massa observada do dêuteron é 3,34334 x 10724 g, de modo que 


AM = M, + M,- M; = (3,3473-3,3433) x 10-2+ 
O x 10%" g, 66 


AM =44m; AMC = 4Amò, 87 


em razoável acôrdo com o valor da energia de ligação AE de (35). 
Exprimimos o resultado em têrmos da massa do elétron a fim 
de dar ao leitor um sentido intuitivo das ordens de grandeza 
envolvidas. Na realidade, êstes dados são usados para obter o 
melhor valor experimental da massa do nêutron. 

d) A tabela abaixo compara os valôres observados da energia 
emitida E com a variação observada da massa, AM, para diver- 
sas reações nucleares. Uma unidade de massa atômica (amu) é 
igual a um doze avos da massa do átomo de carbono C'?. 


ou 


COMPARAÇÃO DAS ENERGIAS DE DESINTEGRAÇÃO OBSERVADAS 
E CALCULADAS* 


Peéscino Energia emitida, Mer 
amu ame AE 

Be" + H' > L + He 000242 225 E 
Lif + H? — Bet + Het 002381 2 220 
aoo6as E 608 

001436 1337 1340 

-000124 -115 -16 

-0.00242 -25 č -23 


*S. Dushman, General Electric Review 47, 6-13 (October 1944) 


EXEMPLO. REAÇÕES ENERGÉTICAS ESTRELARES. A 
fonte mais importante de energia, no sol e na maioria das estrêlas, 
é a queima nuclear de prótons para formar hélio. 

A energia libertada, por átomo de hélio formado, pode ser 
calculada da variação liquida da massa de repouso na reação: 


4M, + 2m- M(He*) = 41,6725 x 10-23) 


+ A0911 x 1077")-6,647 x 10-24 
= 0,045 x 102º g= 50m, (38) 


onde m é a massa do elétron. O resultado (38) é equivalente a 
50,511 Mev), ou cérca de 25 Mev. Os dois elétrons foram in- 
cluidos na reação para balancear os dois que pertencem ao átomo 
de hélio. As massas atômicas usualmente tabeladas incluem a 
massa do número normal de elétrons atômicos; aqui usamos 
também a massa do próton M,, que não inclui a do elétron. 
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A temperatura no centro do sol é ~ 2 x 107 “K. Acredita-se 
que, nesta temperatura, os processos nucleares sejam dominados 
pelo seguinte conjunto de reações: 


He? + He? = Het + 2H". 


O efeito liquido consiste em queimar hidrogênio para produzir 
He“. Note que um neutrino (uma particula neutra sem massa) é 
emitido no primeiro estágio, de modo que o sol é uma intensa 
fonte de neutrinos. Neutrinos interagem muito fracamente com a 
matéria, de modo que quase todos aqueles produzidos nas estrélas 
pelas reações nucleares escapam ao espaço. Éles podem levar 
consigo até 10% da energia emitida pelo sol. 

Para uma discussão excelente da origem dos elementos, veja 
William A. Fowler, Proc, Nat, Acad. Sci. 52, 524-548 (1964). 


TRABALHO E ENERGIA. Damos aqui uma outra, e mais 
familiar, linha de argumentação em apoio da definição (15) da 
energia relativistica. Vimos no Cap. 5, que a taxa com que uma 
fôrça F realiza trabalho sôbre uma particula é definida por 


aw 


TF 69 
Na região relativistica temos 
do do My coa 


dd o) 


onde M é a massa de repouso constante. Por uma extensão natural 
de (39) à região relativistica, temos 


daw d € 
do MO a o "a 
Com um pouco de reflexão vemos que v-v = ré, onde 
d v » Y 4 Nro) 
“a E US TS 
0/2) + (12) 
(po 
pis an 
4 ey 


Resultado final: 


4 núcleos de hidrogênio — núcleo de hélio 
Energia libertada = 107 kw.h/1b convertida. 
Representação esquemática da fusão do hidro- 
gênio em hélio através da cadeia p — p, que ocorre 
na seqüència principal, em estrêlas de uma massa 
solar ou menores. Densidade: 10° g/cm’. Tem- 
peratura: 107°K. (Segundo W A. Fowler). 


i A potência fealizada-sôbre a partícula é 


dW d Me 
“de T de ooo “a 


A interpretação natural do trabalho executado sôbre uma par- 
ticula livre é um aumento da sua energia cinética. Integrando 


Me 
W= teen + Mo (83) 


onde W é uma constante. Aqui Wé precisamente igual à energia 
cinética K, desde que adotemos W= O para a velocidade v = 0. 
Isto determina W, como -Mc?, de modo que a energia rela- 
tivística é 


(44) 


De acôrdo com (44) podemos escrever a energia (15) como 
E=ME+K (45) 


A energia relativistica de uma partícula livre é a soma da energia 
associada à massa de repouso e da energia cinética relativistica. 
Para v/c € 1 temos, como em (27), 
1 Ca 
aces a em 


Desta forma, no limite z/c < 1, a energia cinética relativistica (44) é 


(47) 


de acôrdo, neste limite, com o resultado não relativístico. 
Suponha. como em (15), que definamos a energia relativisti- 
ca total E de uma partícula como 


(48) 


pé 
conservada numa colisão relativistica. No limite não relativistico 
tic < 1, esta expressão de E reduz-se a 


(49) 


Sabemos de (16) que 
E sph Mé. (509) 
Isto liga E com p, sem resolver explicitamente para a velocidade. 


Parte da energia está associada à massa de repouso e parte ao 
momento, Além do mais, extraindo a raiz positiva, obtém-se 


E = (pie? + MI? = mea + CA (1 


que é a generalização relativistica de E = ME + Mv. 
Vimos em (26a) que a conservação da energia assume a forma 


$ E, = const, (5) 
Px 


antes e depois da colisão, onde E, é energia relativistica da i-ésima 
partícula. A conservação da energia relativistica permanece váli- 
da mesmo para o que chamamos de colisão inelástica, porque a 
perda da energia cinética (convertida em excitação interna das 
particulas) aparece como um acréscimo da massa. A conservação 
do momento assume a forma 


ÈP: = const, (53) 
o mesmo antes e depois da colisão 


PARTÍCULAS DE MASSA DE REPOUSO NULA. Quando 


M=0, em (50) temos 


E= pe, (59) 
de modo que (21a) passa a ser 
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e vemos que uma particula de massa de repouso nula move-se 
sempre com a velocidade da luz. Ela tem sempre a velo- 
cidade e a mesma massa nula para qualquer observador. Exceto 
pelo fato de que nem sempre pensamos nêle como partícula, um 
sinal luminoso no vácuo tem exatamente a propriedade v = c. 
Em numerosos fenômenos nos quais é proeminente a natureza 
quântica da luz, percebemos que ela se comporta como se fôsse 
composta de partículas às quais denominamos fótons, ou quanta 
de luz. Um fóton é uma partícula de massa de repouso nula; 
mas não éa única (veja Cap. 15). Tódas as partículas de massa 
nula têm a propriedade especialmente simples, de que E 
energia de um fóton está relacionada à sua fregiência v por E 
onde h é a constante de Planck. Assim, E = 


v=6 


A um fóton de energia E está sempre associado um momento 
E/e. Quando um fóton é absorvido por um átomo, o momento 
Efe é transferido a êste átomo. Quando o fóton é refletido (absor- 
vido e reemitido na direção inversa), a transferência de momento 
é 2E/e. 

Calculemos a pressão da radiação no interior de um grande 
cubo de lado L que contém muitos fótons, com energia total de 
radiação U por unidade de volume. Admitimos que os fótons 
se movem em direções distribuídas ao acaso, de modo que um 
têrço dëles move-se, em média, paralelamente a qualquer aresta 
do cubo. Um fóton colide, em média, com uma dada face do cubo, 
c/6L vêzes por unidade de tempo. A variação de momento é 2E/c 
por colisão. A média temporal da fórça sôbre uma face é F = (nú- 
mero de colisões por unidade de tempo) (variação de momento 


E c\ (RE E 
por colisão) = N (a) (E) =N5p (56) 


onde N é o número total de fótons na caixa. Se n fôr o número 
de fótons por unidade de volume, então N = nl, e temos 


o P=5U, (7 


para pressão da radiação, onde P = F/L?eU = nE. 

A luz solar deposita sôbre a superficie terrestre cêrca de 10º 
ergs/cm?. seg como energia de radiação. Se tôda a energia inci 
dente fôsse absorvida, a pressão resultante seria (109/c)dinas/cm” 
=3 x 1075 dinas/cm?. À pressão seria o dôbro se tôda a energia 
fösse refletida. Isto é uma pressão extremamente pequena e tem 
um efeito inteiramente desprezível sôbre o movimento da terra. 
O efeito cumulativo de uma tal pressão pode não ser desprezível, 
quando a área da superficie é grande em relação à massa por ela 
contida, como no caso da cauda muito difusa de um cometa ou 
no dos satélites Eco. Entretanto, o bombardeio da esteira muito 
difusa de um Cometa por particulas materiais do sol pode ser 
muito mais importante. No interior de uma estrêla muito quente 
e de baixa densidade, a pressão de radiação pode tornar-se muito 
significativa. 

Qualquer particula de energia suficientemente alta de modo 
que E > Mæ, terá aproximadamente a mesma relação entre 
energia e momento que um fóton. No caso de uma partícula, 
sempre podemos encontrar um observador em movimento para 
o qual esta partícula esteja em repouso; mas o fóton, embora a 
sua energia e momento difiram para observadores diferentes, 
terá sempre v = c = E/p e nunca poderá ser trazido ao repouso 
por mudanças do sistema de referência. 


Considere um átomo de hidrogênio em repouso mas num O cometa Mrkos, 27 de agósto de 1957. (Fo 
estado eletrônico excitado; Ele emite um quantum de luz de grafia dos obsersatórios de Mount Wilson e Mount 
energia E e momento (E/c)x. O átomo recua com momento (E/c)x. Palomar), 

Em consegiiência do recuo, o centro de massa do sistema (átomo 
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mais o quantum de luz) não poderá permanecer em repouso a 
menos que o quantum possua uma massa, M, digamos. A fim 
de encontrar M, pomos 


(58) 


(59) 


Esta massa de repouso é precisamente a dada pela relação de 
Einstein. A massa do quantum de luz não é uma massa de repouso; 
ela éa massa equivalente à energia E. A massa de repouso de um 
quantum de luz é nula. 


TRANSFORMAÇÃO DA TAXA DE VARIAÇÃO DO MO- 
MENTO. A taxa de variação do momento é dada por 


poa sadio 1% 
de EM [UE id 16) 


onde M é a massa de repouso da partícula. Num outro sistema 
inercial S', devemos lidar com 

dp 

T 


Estamos tentando evitar o uso da expressão fòrça relativistica 
porque dp/dt não se comporta como parte de um quadrivetor. 
Suponhamos que a partícula esteja instantâncamente em 
repouso no sistema S’, que se move com velocidade v3 relativa- 
mente a S. Pelas leis de transformação de Lorentz, para p e E, 

sabemos que 
Ap, 


Apy; Ap: = Ap; (61) 
O intervalo de tempo Ar em S' é precisamente o intervalo de 
tempo próprio Ar; portanto 


aqua 
ar=a=(1-5) Ar (62) 


e análogamente para Ap,/At. Assim, 


CEA 
dt’ de 


(64) 
As componentes x transformam-se diferentemente. Sabemos 
de (20a) que 
= Pe + Ej? 
notas (69 
ai 
Ap = Cuando (66) 


Mas 


(Met + pj, (em 
de modo que 
i pi Api? 
AE = qd + pipa “ 
Mas, no sistema S', sabemos que p = O no instante de tempo 
sob consideração; assim a (66) se torma 


RR 
A TIE a 
e, usando (62), 
Aps 
A e) 
No limite Ar > 0, temos 
dp, _ dpi 
de Sae (o 


Os resultados (64) e (71) têm um papel importante no desen- 
volvimento do eletromagnetismo no Vol. II. 


CONSTÂNCIA DA CARGA. A lei de movimento, qE = p, 
de uma partícula de carga q no campo elétrico E será incompleta 
a menos que conheçamos a dependência da carga com a velocidade 
e a aceleração da partícula cujo momento é p. A melhor evidên- 
cia experimental de que a carga de um próton ou de um elétron 
é muito precisamente constante é que feixes de átomos ou mo- 
léculas de hidrogênio não sofrem deflexão num campo elétrico 
uniforme perpendicular ao feixe. O átomo de hidrogênio consiste 


de um elétron (e) e de um próton (p). A molécula H, consiste 
em dois elétrons e dois prótons. Mesmo quando os prótons mo- 
vem-se muito vagarosamente, os elétrons movem-se em torno 
dêles com velocidade média de cêrca de 10-2c. Uma molécula 
que não se desvia tem momento constante, de modo que o resul- 
tado experimental nos diz que p, + p, = O = (e, + e,)E. Segue 
assim da experiência que no átomo ou molécula ¢, = €,, à des- 
peito do fato de que os elétrons têm altas velocidades, e mesmo 
que a velocidade média do elétron difira no átomo e na molécula. 
Quantitativamente, sabe-se que a carga do elétron é independente 
da sua velocidade e igual à do próton pelo menos até uma parte 
em 10º, até velocidades de elétrons de 10-2c. 

A situação experimental é discutida no Vol. II. O resultado 
experimental é que a carga é independente da velocidade da par- 
tícula ou do observador. Assim, a carga e a massa transformam-se 
de maneiras diferentes, quando se muda o sistema de referência. 


PROBLEMAS 


1. Momento relatisístico. Qual é o momento de um próton que tem energia 
cinética de 1 Bev?" (Quando E é medida em Bev, podemos medir p em Bev/c) 


Resp. 17 Bevje. 
2 Momento relaticístico. Qual é o momento de um elétron que tem energia 
cinética de 1 Bev? Resp. 1,0005 Bevie 


3. Momento do fóton. Qual É o momento de um fóton de energia de 1 Bev? 
4 Energia e momento de um próton rápido. Dado um próton cujo f = 0995, 
medido no laboratório; quais são a energia e o momento relativsticos corres. 
pondentes? 
5. Energia das particulas nos raios cósmicos. Sabe-se que as partículas dos raios 
“cósmicos têm energias até 10º* ev, e tajvez mais altas, 
a) Qual é a massa aparente de uma tal partícula (aproximadamente)? 
Resp 18x 104 g 
b) Qual é o seu momento (aproximadamentey! 
Resp 5x 104 g, cmg 
6. Transformação da energia e momento. Um próton tem f = 0,999 no labo- 
ratório. Calcule a sua energia cinética e momento, observados num referencial 
que viaja na mesma direção, com ff = 0990, relativamente a0 laboratório, 
7. Energia dum elétron rápido. Um elitrom tem f = 0.99, Qual é a sua energia 
cinética? Resp. 31 Mev. 


FA palavra bilião tem significados diferentes em países diferentes. Nos Esta- 
dos Unidos, ela significa 10°, mas na Inglaterra seu significado é 10%. O prefixo 
giga (abreviado como G) é usado com frequência para designar 10°. Assim 1 Bev 
(americano) = 1 Gev = 10º ev. N. de T. No Brasil adota-e esta última designa- 
são, usando-se na linguagem corrente Bev. mais comumente do que Gev. 
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8. Recuo na emissão de um raio y. Qual é o momento de recuo, no laboratório, 
de um núcleo de Fe'” devido à emissão de um próton de 14 kev? É relativstico 
o momento do núcleo? Resp. 15 x 101º g cm/seg 

9. Recuo do núcleo. Considere um raio 7 de energia E, que se choca com um 
próton em repouso no laboratório. 

a) Qual é o momento do raio y no referencial do laboratório? 

b) Mostre que a velocidade V do centro de massa, no referencial do labora- 
tório, é dada por 


LA + 
e EIMA 


10. Desintegração do néutron. Use os valôres dados no Cap. 12 para calcular 
quantidade de energia emitida na desintegração do nêutron num próton elétron. 
Resp. 079 Mev. 

11. Imeariância de Lorentz no sistema de duas particulas. Sejam p = p, + Pi 
€ E= E, + E;, respectivamente o momento e a energia totais de um sistema de 
duas particulas. Mostre, explicitamente, que as transformações de Lorentz de pe E 
são compativeis com a invariância da grandeza E? —p°¢* 

12 Transformação do referencial de repouso ao de centro de massa. Dois prótons. 
viajam com velocidades opostas, a partir de um ponto comum, com velocidades 
p-0s. 

a) Qual é a energia e o momento de um próton relativas ao ponto comum? 

b) Use a transformação de Lorentz para calcular a energia e o momento de 
um dos prótons no referencial de repouso do outro. (Em problemas dèste tipo, 
convém usualmente exprimir a energia como um mûltiplo da energia correspon- 
dente a alguma massa de repouso) 

13. Iradiação de massa por um transmitsor de rádio. Qual É a massa equiva- 
lente à energia irradiada por uma antena de energia de 1000 watts, em 24 horas? 
(1 watt = 107 ergs/seg) 

14. Energia solar. À constante solar é o fluxo da energia solar, por centimetro 
quadrado, por segundo, à distância da tera ao sol. Medidas mostram que o seu 
valor é 14 x 10º ergs/seg. cmê. 

a) Mostre que a energia total gerada pelo sol é = 4 x 10 ergsjseg 

b) Mostre que a taxa média de geração de energia por grama de matéria solar 
é = 2 rge seg = 6 x 10" ergs/g ano. 

<) Mostre, usando a (38), que a energia equivalente a 1 g de hidrogénio quei- 
mado para produzir hélio é ~ 6 x 10 ergs. 

d) Mostre que se a massa do sol fösse composta de um tërço de hidrogênio, 
e se o processo de queima nuclear continuasse dem variações, o sol poderia irra- 
diar com a sua taxa atual por 3 x 10'° anos. 

15. Propulsão por radiação. Um meio possivel de propulsão no espaço é uma 
grande folha reltora metálica ligada a um pequeno veiculo. Faça estimativas 
razoáveis da aceleração que poderia resultar para um veiculo tipico, á distância 
de 1 UA do sol 

16. Momento de um pulso de laser. Um grande laser pode produzir um pulso 
Jumínoso de energia de 2000 joules. (1 joule = 107 ergs} 

a) Mostre que o momento do pulso é da ordem de 1 g cmscg 

b) Comente como você poderia detetar éste momento. A duração do pulso 
poderia ser de 1 milisegundo (10-* seg). 


NOTA HISTÓRICA A RELAÇÃO MASSA-ENERGIA, 


O primeiro artigo de Einstein sôbre a teoria da relatividade especial, intitu- 
lado “Sôbre a eletrodinâmica dos corpos em movimento”, apareceu em Annalen 
der Physic 17, 891-921 (1905) Éste volume dos Annalen contêm três artigos clássi- 
cos de Einstein: um sôbre a interpretação quântica do efeito fotoelétrico (pp. 
132-148); um sôbre a teoria do movimento Browniano (pp. 549-560); e o acima 
citado sôbre a relatividade especial (muitos dos resultados dêste artigo foram 
antecipados por Larmor, Lorentz e outros) No mesma ano, apareceu, no vol 18, 
PP: 639.641, um curto artigo de Einstein: êste era entitulado "Depende a inércia. 
de um corpo rigido do seu conteúdo energético?” Parafrascamos aqui o argu- 
memo de Einstein: 

Considere (como no artigo de Einstein sôbre cletrodinâmica) um pacote ou 
grupo de ondas luminosas planas; que possui energia £ e se move na direção dos 
x positivos no referencial S. Visto do sistema S, que se move com velocidade 
Vã relativamente ao S, o pacote de ondas tem a energia 


Este resultado foi deduzido no artigo de Einstein sôbre cletrodinâmica, sem 
referência à noção de fóton. Éle resulta mais diretamente de uma outra argumen- 
tação: Peresbemos, do resultado (11.41) relativo so efeito Doppler longitudinal, 
que as freqüëncias vistas por um observador em repouso em S estão relaciona- 


das por 
G o 


De acórdo com a imagem quântica, um pulso de luz pode ser considerado como 
composto de um número inteiro de quantas de luz ou fótons de energia Av cada 
conforme vistos em S). onde h é a constante de Planck. Quando olhamos o pulso 
de 5, o número de fótons permanece invariável, mas a energia de um fóton passa 
a ser hv’. (Supomos o mesmo valor de k em S e em S). Resulta então que a energia 
do pulso de luz. é, ë proporcional a v, portanto a (72) segue de (73). 

Seja agora um corpo estacionário no sistema S, e seja a sua energia potencial 
E, em S e Eş em S. Supomos que o corpo emite um pulso luminoso de energia 
Je na direção dos x positivos e um pulso semelhante na dos x negativos. O corpo 
permanecerá em repouso em S. Sejam E, e E, as energias do corpo em S e 5, 
respectivamente. após a emissão dos dois pulsos de luz. Então, pela conservação 
de energia. 


og 
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das quais temos, por subtração de (75) de (74) 


o it eg a e raça cm cs 
JK do copo Vo cs Ts porque e uk Ia penca Alog 
mento, E; — E, É à cos cinta Bnl K, vinta am S. oi, a (T) pode ser 
dei sta 


Ep-Ey = E-E; + t- 9 


E ae) m 


Vimos que a energia cinética do corpo diminui em resultado da emissão da 
luz. O montante da diminuição não depende das propriedades do corpo. Se f < 1, 


G 


de modo que a massa de repouso do corpo decresce de 


am 


F a 

Desta relação Einstein concluiu: 

“Quando um corpo emite energia © na forma de radiação, sua massa diminui 
de eje? O fato de que a energia extraida do corpo se transforma em energia de 
radiação evidentemente não faz diferença, de modo que somos levados à conciu- 
são mais geral de que 

“A massa de um corpo é uma medida do seu conteúdo energético; se a energia 
varia de £, a massa varia, no mesmo sentido, de «19 x 10°), sendo a energia 
medida em ergs e a massa em gramas. 

“Não é impossivel que a teoria possa ser testada com sucesso com corpos 
cujo conteúdo energético seja altamente variável (p. ex. sais de rádio). 

“Se a teoria corresponde aos fatos, a radiação transporta energia entre os 
corpos emissores e os que a absorvem” 
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Problemas simples de 
dinâmica relativística 


No Cap. 4, discutimos vários problemas que envolviam o 
movimento não relativístico de particulas, em campos elétricos. 
e magnéticos. No Cap. 3 e novamente no Cap. 6, discutimos 
colisões elásticas e inelásticas de duas partículas não relativísticas. 
Agora, estendemos várias das soluções anteriores à região rela- 
tivistica. Fregientemente, as soluções não apresentam dificulda- 
de especial, e várias delas são da mais alta importância no mundo 
da física das partículas de alia energia e no da astrofísica. 

O fato de que o momento de particulas relativísticas acelera- 
das pode crescer indefinidamente, mesmo quando sua velocidade 
se aproxima muito da velocidade da luz, constitui a base dos gran- 
des aceleradores e da análise de momentos de particulas de alta 
energia por meio de um campo magnético defletor. Os métodos 
de deflexão magnética são largamente usados no estudo dos raios 
cósmicos e em outros trabalhos a respeito de partículas de alta 
energia. 

A energia de limiar para uma reação de partículas relativisti- 
cas é muito mais alta quando se olha a reação no referencial do 
laboratório, relativamente ao caso em que se olha do sistema do 
centro de massa. Êste efeito constitui um impecilho importante 
nas fronteiras da pesquisa da fisica de particulas. 

Tratamos, em primeiro lugar, a deflexão de uma particula 
relativistica por um campo elétrico, a fim de adquirirmos familia- 
ridade com o uso de certas manipulações padronizadas. 


ACELERAÇÃO DE PARTÍCULAS CARREGADAS POR 
UM CAMPO ELÉTRICO LONGITUDINAL CONSTANTE. 
A equação de movimento de uma particula de carga q e massa 
M num campo elétrico constante* EX é 


p i = gei, (0 
ou, com p = Mv/(1 = r?/c?)"®?, 


d v 

Mira E o 
se admitirmos que v, = v, = 0, como é necessário para o caso 
de aceleração a partir do repouso, na direção x. Integrando (2) 


* Aqui designamos por « a intensidade do campo elétrico, a fim de evitar 
confusão com a energia E- 


vie 


relativamente ao tempo percebemos diretamente que 


v 
a ai E] 
com v(0) = O. Elevando ao quadrado ambos os membros e reor- 
denando obtemos 
aa EM? a P 
T+ (EMP 


Para tempos curtos;* t < Mc/4E, o denominador de (4) pode ser 
substituido por um e temos 


= (E i). 6) 


exatamente como na aproximação não relativistica do Cap. 4 


*Com = 1 statvolticm, temos para um elétron 


= 10" seg 


[Es 


Gráfico, em função do tempo, da velocidade r de 
uma carga q de massa de repouso M, acelerada 
a partir do repouso por um campo elétrico ux 
forme 1. A velocidade v aproxima-se do 


jte 
e para t » O. A linha pontilhada representa a 


velocidade da carga predita pela mecânica não 
relativisti 


Para tempos longos, £ > Mc/g£, temos a aproximação rela- 


tivística 
aaj- (My 
v =[-(R) |-. 19 


a qual mostra como r tende a c como velocidade limite. No limite 
de tempos longos temos 


nm 


e com f = vje, 


(8 


(11-85 


Vemos, do Cap. 12 e da Eq. (8) acima, que a energia relativis- 
tica é dada por 
Me? 
E= g pya = ea, 19 


novamente no limite de tempos longos, £ > Mc/g€. O resultado 
limite é exatamente a fòrça vêzes a distância atravessada no tem- 
po £ com velocidade c. No mesmo limite, o momento é 


Mi 
p= TRE = qEr. (10) 


Note a caracteristica feição relativistica, onde o momento pode 
continuar aumentando, mesmo depois que a velocidade, para to- 
dos os efeitos práticos, tenha passado a ser constante. 

O deslocamento x é calculado da raiz quadrada de (4), escre- 
vendo dx/dt em lugar de v, e s no de qE/Me: 


est 
dx= Sayad! an 
Após integração entre O e t, obtemos o deslocamento 
Me qua 
ef) a 


(verifique a álgebra) Supusemos que x(0) = O e (0) = 0. Para 
tempos longos x = ct, como se a particula se movesse com a 
velocidade da luz. 


EXEMPLO. ACELERAÇÃO POR UM CAMPO ELÉTRI- 
CO TRANSVERSAL, Consideramos uma partícula que se move 
ao longo do eixo x com um momento pg alto e entra numa região 
de comprimento Lna qual existe um campo elétrico transversal 
£}. Calcule o ângulo de deflexão da partícula pelo campo elétrico. 
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Suponha que uma carga q, de momento inicial 
Ps, entre num campo transversal £. 


A fôrça na direção y e qe, de modo que p, = qet, Na realidade r, diminui quando a particula é 


enquanto que p, permanece constante. A energia acelerada na direção y, pois e, = cp/E. A 
ENET mecânica não relativistica prediria evidentemente 


const. 


As equações de movimento são 


dt 
P-o p-e w 
das quais 
Px= Po; p, = qt. (14) 
ja encontrar a velocidade v. Se pudermos encontrar a 
energia E, encontrar a velocidade a partir do mo- 


E? MS + pre? = MIS 4 po?c? + (gere)? 
= Es? + (që), as 
onde Eo é a energia inicial. Portanto, de (14) e da relação mo- 
mento-energia, temos 


Kë 

[EF Quo: g9 
que 

S Guam ua 


Note que v, decresce quando £ cresce. Vemos também que v, é 
sempre menor do que o valor não relativistico q€1/M. No instante 


+, o ângulo formado pela trajetória e o eixo x é dado por 
= br qe? aê 
a do a8) 
O tempo t necessário para percorrer a distância L é encontrado 
resolvendo-se a (16) para x: 


e dt 
[ere f i Em a9 
ou, por 728.1 de Dwight, 
= Poe ate 
fume), w 
de modo que 
te = e senh EE (20a) 


PARTÍCULA CARREGADA NO CAMPO MAGNÉTICO. 


E E A Y eu 
Exatamente como no problema não relativístico, (Cap. 4), temos 
dp?idt = 0, porque 

dp=mP2LpvxB; e» 
mas como p é sempre paralelo a v, o produto triplo é nulo. Desta 
forma o módulo do momento, e consegientemente o da velo- 
cidade da partícula, não é mudado por um campo magnético 


constante, Mas, se o campo altera sômente a direção, então o 
fator 


(23) 


A equação de movimento (21) pode ser agora escrita como 
do Mo Na 
E-tre E a 24 


Devido à constância de (23), esta equação tem soluções nas quais 
a partícula se move num circulo. Seja p o raio do círculo e o, a 
fregilência angular do movimento. Substituindo em (24) a acele- 
ração centripeta w,?p por d v/dt e œp por v, temos 


mr op = Log, es 
Toe é 
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Uma carga com velocidade v perpendicular a 
um campo magnético uniforme executa um mo- 
vimento circular, com raio p = pc/qB. 


A freqüência de ciclotron o, do movimento cir- 
cular de uma carga q, com massa de repouso 
M, num plano perpendicular a um campo mag- 
nético uniforme B, é representada em função da 
relação de velocidades v/c. A frequência de ciclo- 
tron o, não relativistica é representada pela 
linha horizontal. 


da qual 


| = E | (26) 


Vemos que a freqüência do movimento é menor para parti- 
culas rápidas do que para as lentas. Por isso, um ciclotron sômente 
pode ser usado para acelerar partículas a energia relativistica 
quando a frequência do campo acelerador de rf (ou a intensi- 
dade do campo magnético) é modulada de modo a permanecer 
sincronizada com (26), quando a energia das particulas cresce. 
Para particulas não relativísticas, a dependência da velocidade 
com a frequência pode ser desprezada 

Os valôres de ©, preditos pela (26), foram confirmados expe- 
rimentalmente na operação de aceleradores de alta energia. Esta 
relação foi confirmada para elétrons acelerados num sincrotron, 
em situações onde 1/(1-82)2 ~ 2000; isto é, quando a massa 
aparente da partícula era 2000 vêzes a de repouso. É interessante 
verificar o que isto significa em têrmos de c — 1, a quantidade pela 
qual a velocidade da luz excede a da partícula. Temos 


a- =+ 1-6) E A-A = (20002. (27) 
Note que pusemos (1 + f) = 2. De (27) temos 


1-8 Cx 1077; c-px3x 10° cm/seg. 28) 


€ 


Acredita-se que foram detetados, na radiação còsmica, prótons 
come-r = 10" cm/seg; aqui o valor de f é inferido da energia 
observada, que é dissipada pela particula em eventos de colisão 
com a atmosfera. 

Usando (26), o raio p da trajetória de uma particula relativis- 
tica num campo magnético é dado por 
cMr 

aB- pN” 


e9 


Mas o lado direito contêm o momento p, de modo que 


Bp=?. eo 


Portanto o raio p do circulo traçado por uma particula carregada 
num campo magnético é uma medida direta do momento rela- 
tivístico. Esta relação é a base do método mais importante de 
medida de momentos de partículas relativisticas carregadas. 
Ele é usado nas fotografias de câmara de bôlhas dadas no Cap. 15, 


O SISTEMA DO CENTRO DE MASSA E A ENERGIA DE 
LIMIAR. A conservação da energia impõe uma limitação geral 
sôbre as reações nucleares ou eventos que podem ter lugar na 
colisão de duas partículas. Por exemplo, um fóton de alta energia 
(raio y) pode produzir um par elétron-pósitron, de acórdo com a 
reação 


poete, eu 


sômente quando a energia do raio y excede o equivalente ener- 
gético das massas de repouso do elétron e do pósitron. Assim, 
é sômente a conservação da energia que dita o limiar ou mínimo 
de energia para a produção do par elétron pósitron, que é 


E, = 2me = 1,02 x 108ev. ez 


Lembramos que a massa de repouso do pósitron é igual à do elé- 
tron. 

Entretanto, esta reação é impossivel no vácuo, em qualquer 
energia, porque o momento nào pode ser conservado. Vimos, no 
Cap. 12, que o momento do fóton é p, = E/c. Escolhemos obser- 
var a reação do referencial no qual o centro de massa do par 
elétron-pósitron está em repouso. Neste referencial, a soma dos 
momentos do elétron e do pósitron é nula: 


Pe- + Pas = O- 63) 


Mas, neste referencial, o momento do fóton incidente não é nulo, 
porque não existe um sistema de referência no qual o momento 
de um fóton possa ser nulo.* Portanto no referencial do centro 
de massa 


Pr # Pe- + Pee =O, 64 


e a reação (31) não é correta (não acontece) porque o momento 
não é conservado; se não pode ter lugar num referencial é impos- 
sível em qualquer outro. 

A reação sômente pode verificar-se nas vizinhanças de uma 
outra partícula, como um núcleo ou um átomo, pois então o 
núcleo pode absorver a variação de momento; êle o faz empur- 
rando por meio do seu campo Coulombiano a particula carregada. 
Podemos ter 


Pr + Pre = Phue + Pe- + Pes- es 
O momento do núcleo é mudado pela reação, mas o núcleo per- 
manece invariável sob outros aspectos, e age apenas como um 
catalisador de uma espécie muito simples. O momento inicial do 
núcleo pode ser nulo. 


*Variamos a frequência de um fóton variando sistemas de referência, mas 
não podemos fazé-lo desaparecer ou trazê-lo ao repouso desta forma. 


Uma partícula pesada ou um núcleo é um ótimo veículo para 
absorver o excesso de momento sem absorver muita energia. 
Vemos isto da expressão da energia cinética não relativistica 


AT EE A 
K=5 Me = (36) 
Quanto maior fôr a massa M, tanto menor será a energia ciné- 
tica associada a um dado momento. 


EXEMPLO. RECUO NA EMISSÃO DE UM RAIO GAMA. 
Um núcleo de massa M emite um raio gama de energia E, O 
núcleo estava inicialmente em repouso. Qual é a energia de recuo 
após a emissão? 

Da conservação de momento temos 


0 =P, + Pao 67 
onde p, = E,/c. O momento de recuo é 
E, 
Pael = G8) 
ea energia de recuo é 
[e 


Ma (39) 


Admitimos que a velocidade de recuo pode ser tratada como não 
relativistica. 

Nos eventos de colisão nos quais são criadas novas particulas, 
o requisito de conservação de momento usualmente torna impos- 
sivel a conversão de tóda a energia inicialmente disponivel no 
sistema de laboratório em massas de repouso das novas particulas 
criadas na colisão. Se existir um momento liquido no estado 
inicial, antes da colisão, deverá existir um momento igual no 
estado final, após a colisão. Portanto, as particulas remanes- 
centes após a colisão não poderão estar em repouso; uma parte 
da energia cinética é transferida como energia cinética das parti- 
culas produzidas. 

A única situação na qual rôda a energia cinética é disponível 
para a reação ocorre quando o momento do estado inicial é nulo. 
O momento pode sempre ser feito parecer nulo, observando a 
colisão de um referencial adequado, o de centro de massa. 


EXEMPLO. ENERGIA DISPONÍVEL DE UMA PARTÍCULA 
EM MOVIMENTO. Quanta energia está disponível na colisão 
de um próton em movimento com um próton em repouso? 
Suponha, em primeiro lugar, que à energia cinética do próton 
incidente seja muito menor que Mc, de modo que a colisão 
possa ser tratada não relativisticamente. Quando o próton inci- 


dente tem velocidade v no referencial de laboratório, sua energia 
cinética é 
1 
Ka = Mp? (40) 


No referencial do centro de massa, um dos prótons tem veloci- 
dade dy e o outro — lv. Neste referencial, tda a energia cinética 
está disponível para formação de novas partículas; esta energia 


cinética é 
Kon = AM o + IM, Go = Mp? en 
De (40) e (41) temos o resultado não relativístico 
Ka 1 
de: uy 


assim, metade da energia do sistema de laboratório estå disponivel. 
Se acelerarmos o próton a 200 Mev, apenas 100 Mev desta energia 
poderão ser usados, numa colisão com outro próton, para criar 
outras particulas. 

O rendimento é mais baixo na região relativistica. É simples 
e útil executar o cálculo na região relativistica extrema, na qual 
a energia cinética do próton, mesmo no sistema de centro de massa, 
é muito maior do que sua energia de repouso Mo. 

Podemos relacionar a energia relativistica total no sistema la- 
boratório à energia relativística total no sistema centro de massa, 
usando a propriedade de invariância (12.16) aplicada ao sistema 
de dois prótons: 

(E, + E - (P: + pill = (E, + EP (Pi + pa 
Tb E 


Pela definição do sistema do centro de massa, (P, + Phm. 
Se o próton 2 estiver em repouso no sistema de laboratório, 
Exa, = M,e? € Pagan = O. Usando 
Eun Pi un? = Mp, 
vemos que a (43) reduz-se a 
Era Mp + IM et = E’ emy (44) 
onde Eww.) designa a soma E, + E, no sistema do cent de 


(43) 


massa. Se E ja, denotar a energia total E, + M,¢? no sistema 
do laboratório, teremos de (44) 
CE ia MO = E? emy (45) 
ou 
. “o 
2 


| 
| 
} 
f 


Esta é uma medida do “rendimento”. A fim de obter uma energia 
total de 20 Bev no sistema do centro de massa, para M,e? = 1 
Bev, precisamos 
Eai a MOO 
Entao = Jimi! = g = 200 Bev. Cu) 
Neste caso, cêrca de 20 Bev da energia cinética do próton de 
200 Bev estão disponíveis para criação de novas particulas. 
Devido e êste baixo rendimento, foi dada atenção a projetos de 
aceleradores nos quais dois feixes de partículas, procedentes de 
direções opostas, colidirão, de modo que o sistema de labora- 
tório será também o de centro de massa. 


LIMIAR DE ANTIPRÓTONS. A energia do Bevatron de 
Berkeley foi projetada para possibilitar a produção de antiprótons 
(designados por 7), pelo bombardeio de prótons estacionários por 
prótons de alta energia. A reação pode ser escrita 
p+p>p+p+(p+D); (48) 


isto é, produz-se um par próton-antipróton. Este processo con- 
serva a carga porque um antipróton leva carga -c. Qual é o limiar 
de energia para esta reação? 

A energia de repouso de um par próton-antipróton é 2M ,c?, 
porque a massa de repouso do antipróton é igual à do próton. 
No sistema centro de massa, portanto, a energia cinética deve 
ser pelo menos 2M,c?, que é M,c? para cada um dos prótons 
iniciais; de modo que a energia total mínima, no sistema centro 
de massa, é 

Enem = 4M, 149) 
No sistema laboratório, a energia correspondente é, de (46), 


woa 
FMP (0) 


dos quais 2M c? é a energia de repouso dos dois prótons e 6M,> 
é a energia cinética. A energia de limiar é, portanto, 
6M,& = 60,938 Bev) = 5,63 Bev (sn) 


Quando o próton incidente colide com um ligado a um núcleo, 
o limiar de energia é mais baixo, porque o próton alvo está ligado. 
Pode você perceber por quê? A energia de limiar observada para 
a produção de antiprótons é 4,4 Bev, 1,2 Bev mais baixa do que 
a calculada para prótons livres e em repouso. Êste limiar é a 
energia cinética mínima necessária do próton incidente para 
iniciar a reação, medida no sistema laboratório. 


EQUAÇÃO RELATIVÍSTICA DE UM FOGUETE. Supo- 
nha que um foguete, observado do referencial S', no qual está 
instantaneamente em repouso, sofre uma aceleração constante a! 


Sabemos, pelos resultados do Cap. 11, que o incremento Ar da 
velocidade em S', está relacionado ao incremento Ar da velo- 
cidade num sistema inercial S, por 


Av =(1-E)ar, (3 


onde v é a velocidade de S' relativa a S. O sistema S poderia ser 
o da terra. De (52), com dv'jdt escrito em lugar da aceleração a’, 
Ad” 

Ia q Ar =d dr, 63 
onde Ar é o intervalo de tempo medido no sistema S' do foguete. 
Se o foguete parte em r = 0, do repouso relativamente a 5, inte- 
gramos os dois lados de (53) para obter 


"do 
a| de. 
E = f w 69 
Usando Dwight 728,4, obtemos 


carctgh (5) sari Že E, 695 


Encontramos o deslocamento total do foguete, visto em S, atra- 
vés de uma outra integração: 


dá de 
x= f eac [oq 66 
Usando (53), vem 
M =) 
wog a 2 


de modo que a (56) se torna 


e fe. v 1 
i [ee-e ig 
Pela (11.18) e (11.20), obtemos de (55) 
(59) 
(60) 


De (60) deduzimos que um homem que viaja num foguete 
por 21 anos, medidos no seu referencial S', sob aceleração cons- 
tante de 1 g, cobrirá uma distância de 12 x 10° anos luz, medida 
no referencial S. Quão longe viajaria êste homem se c — 2, no 
limite da transformação de Galileu? 
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“The Ultimate Speed, an Exploration with High Energy Electrons”, por William 
Bertozzi, M.LT. (38 min. branco e preto). A experiència descrita neste filme é 
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PROBLEMAS 


1. Calcule o raio e a Iregência de rotação de um próton de energia relativis- 
tica total 10 Bev, num campo magnético de 10.000 gauss. 

Resp. 0, = 9x 10º radjseg. 

2 Qual é a energia de recuo, em ergs e em elétronvolts, de um núcleo de massa 
103 g após a emissão de um raio 7 com energia de 1 Mev? 

Resp. 14 x 10518 erg; 90 ev. 

à Um elétron de energia de 10 Bev colide com um próton em repouso 

a) Qual é a velocidade do sistema centro de massa? 

b) Qual É a energia disponivel para a produção de novas partículas? (Exprima 
em unidades de M) 

4 Em altas energias, a frequência de ciclotron depende da velocidade da par- 
ticula que está sendo acelerada. A fim de manter o sincronismo entre a particula 
circulante « o campo elétrico alternado, que a acelera, o projetista deve impor 
que a radiofregãência aplicada, ou o campo magnético (ou ambos) sejam modu- 
lados à medida que a aceleração progride. Mostre que w o: B/E, onde ué a radio- 
fregõência, B é o campo magnético e E é a energia total da particula. [Use Eq. (26)] 

5. Num estágio de desenvolvimento, o ciclotron de 184 polegadas de Berkeley 
funcionava num campo magnético fixo de 15000 gauss. 

a) Calcule a frequência de ciclotron não relativistica para prótons neste campo. 

Resp. 14% 10º radjseg. 
by Calcule a freqüència apropriada para energia cinética final de 300 Mev. 

6. Encontramos em (59) para o problema do foguete relativistico, que 
ar 
jap e 


a) Calcule para d = 10º cm/seg er = 10 anos = 3 x 10º seg. 
b) Se a massa de repouso do foguete neste instante é 1000 kg qual é a massa 


observada em S? Resp. 10° kg 
<) Qual é a energia cinética em S? Poderia esta quantidade de energia ser 
produzida na realidade? Resp. 10" ergs. 


7. a) Mostre que um elétron livre, que se move no vácuo com velocidade v, 
não pode emitir um único quantum de luz. Isto é, mostre que um tal processo 
de emissão violaria as leis de conservação. 


b) Um átomo de hidrogénio em estado eletrônico excitado emite um quantum 
de luz. Mostre que um tal processo satisfaz às leis de conservação. Qual é a causa 
da diferença entre as partes a) e b)? 

8. Calcule o momento, a energia total e a energia cinética de um próton para 
o qual f = sje = 099, nos casos seguintes: 

a) No sistema de laboratório. Resp. 658 Bevic; 663 Bev; 569 Bev. 

b) Num referencial que se move com a partícula. 

o) Num sistema estacionário relativamente so centro de massa do próton e 
“de um núcleo estacionário de hélio. (Ma, = 4M,) 

9. Ache o raio da órbita de uma particula de carga e c energia 1 
campo magnético de 10-º gauss (Um campo magnético de 10-º gauss é um 
“campo razoável na nossa galáxia) Compare isto com o raio da nossa galáxia. 
(Particulas que causam “eventos” desta energia tremenda foram detetadas nos 
raios cósmicos; tais particulas dão origem ao que se denomina extensas cascuras 
no ar de elétrons, pòsitrons, raios y e mésons.) 

10. a) Calcule o raio de curvatura da trajetória de um próton de energia cné- 
tica de 1 Bev, num campo magnético transversal de 2000 gauss Resp. 284 cm. 

b) Que campo elétrico transversal é necessário. para produzir o mesmo raio 
de curvatura? Use o fato de que o raio de curvatura de uma curva pix) é dado 
por p= [1 + (dyjas P PAd yid 


Resp. 1,75 x 10º statvolisicm. 
©) Considere a intensidade do campo elétrico da parte b) e comente a pratica- 
bilidade do uso de campos elétricos para deflexão de particulas relativisticas 
11. Considere uma reação nuclear na qual um próton incidente de energia K, 
colide e desintegra um dêuteron estacionário, de acórdo com 


prdapepén 


Perto do limiar, os dois prótons e o nêutron movem-se num agregado não ligado, 
com velocidade aproximadamente iguais. Escreva a expressão relativistica do 
momento e da energia e mostre que a energia cinética de limiar, K,’ do próton 
incidente é 


onde E dx 2 Mev) é a energia de ligação do dêuteron, relativamente ao néutron 
e próton livres, 

12. Quando se calcula o limiar de energia numa interação de alta energia, 
vimos que é conveniente examinar as condições no sistema centro de massa. 
Considere a reação 


v+p=p+as, 


na qual um fóton y incide sôbre um próton estacionário e produz um méson 2°. 
ay Mostre que no limiar a energia do fóton é 


smi do 


b) Nem tôda a energia inicial do fóton é convertida em massa de repouso do 
méson néutro, Que porcentagem não é convertida? Que acontece com à parte 
que não é convertida? 


NOTA HISTÓRICA: SINCROTRON 


O principio do sincrotron é utilizado em todos os aceleradores de alta energia, 
“na região acima de | Bev, exceto nos aceleradores lineares de elétrons como o de 
Stanford. O sincrotron é um dispositivo para acelefar partículas até altas energias. 
Trata-se, essencialmente, de um ciciotran no qual ou o campo magnético, ou a 
radiofreghência aplicada, é variada-durante a aceleração, e no qual a fase das 
partículas, relativa so campo elétrico de rf, ajusta-se automáticamente ao valor 
adequado à aceleração. À idéia da modulação do campo ou da freqüència não era 
mova na época; o nôvo era a demonstração de que as órbitas de partículas pode- 
riam ser estáveis durante a modulação. O princípio do sincrotron foi descoberto 
por V. Veksler, em Moscou e, independenterhente, um pouco mais tarde, por EM. 
McMillan em Berkeley. Um relato completo do trabalho de Veksler apareceu no 
Jornal de Física, (USSR) 9, 153-158 (1945) O relato de McMillan apareceu na 
Physical Review 68, 143 (1945) Reproduzimos a publicação de McMillan. 


A primeira fotografia do feixe do sincrotron. 
(Fotografia do “Lawrence Radiation Laboratory”). 


O SINCROTRON - UM ACELERADOR PROPOSTO DE 
PARTÍCULAS DE ALTA ENERGIA 
Edwin M. McMillan 
Universidade da Califòrnia, Berkeley, Califórnia 
Setembro, 5, 1945 


Um dos métodos melhor sucedidos de aceleração de particulas até energias 
muito altas envolve a aplicação repetida de um campo elétrico oscilante, como 
no ciclotron. Se fôr necessário um número muito grande de acelerações indivi- 
duais, poderão surgir dificuldades em manter as particulas em sincronismo com o 
campo elétrico. No caso do ciclotron, esta dificuldade aparece quando a variação 
relativistica da massa causa variações apreciáveis na velocidade angular das par- 
teulas, 

O dispositivo aqui proposto faz uso da “estabilidade de fase” que possuem 
certas órbitas num ciclotron. Considere, por exemplo, uma particula cuja energia 
é tal que a sua velocidade angular é exatamente apropriada para ajustar-se à fre 
qüència do campo elétrico. Esta será chamada energia de equilibrio. Suponhamos 
ainda que a partícula cruze as separações de aceleração exatamente quando o 
campo elétrico passa por zero, variando num sentido tal que a chegada antec 
pada da particula resultaria em sua aceleração. Esta órbita é obviamente estacio- 
nária. A fim de mostrar que ela é estável, suponha que se produza um desloca- 
mento de fase tal que a particula chega na separação cedo demais Ela é então 
acelerada; o aumento da energia causa diminuição da velocidade angular, o que 


O primeiro sincrotron para aceleração de elétrons. 
(Fotografia de “Lawrence Radiation Laboratory”) 


tende à atrasar o tempo de chegada. Um argumento anílogo mostra que uma 
Triaso da energia do seu valor de equilibrio ténde a corregir-se por si só. Estas 
Toia deslocadas continuarão a oscilar, com fase é energia variando em tômo 


fim de acelera as particulas é necessário, agora, variar o valor da energia 
de equilibrio, o que pode ser feito variando ou o campo magnético ou frequência 
Enquanto a energia de equilibrio está mudando, à fase do movimento deslom 
as feno exatamente o suliciente para fornecer a fòrça aceleradora peceni: 
P tilaridade dêste comportamento com o de um motor síncrono sugeriu o nome 


e auações que descrevem as variações de fase e energia foram deduzidas 
levando em consideração as variações no tempo, tanto do campo magnético como 


o 
@ 


E) 
-G de & Jp de E 


R=(E-E)'2200H. [o 


0- 
f = freqüència do campo elétrico, 
R = raio da órbita, 
(Energias são em eltroms volt, as quantidades magnéticas em uem. os ângulos 
em radianos, outras grandezas em unidades cgs) 

Percebe-se que a E (3) é idêntica à de um pêndulo de amplitude irrestrita 


os timos da direita representando um torque e uma fòrça de amortecimento 
S manies A variação de fase será portanto oscilante enquanto a amplitude não 
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seja grande demais, a amplitude permisível é +z quando o primeiro parêntese 
da direita é nulo, e zero quando aquêle parêntesc é igual a K. De acórdo com o 
teorema adisbático, a amplitude diminuirá com o inverso da raiz quarta de E, , 
pois Eo desempenha o papel de uma massa lentamente variável, no primeiro tër- 
mo da equação; quando a frequência é diminuida, o último têrmo da direita 
fornece um amortecimento adicional. 

A aplicação do método dependerá do tipo de particulas a serem aceleradas, 
uma vez que energia inicial estará, em qualquer caso, próxima da energia de repouso. 
No caso de elétrons, E, variará por um grande fator durante a aceleração. Atual- 
mente, não é praticável variar a freqüència de um fator tão alto, de modo que se 
prefere variar H, o que tem a vantagem adicional de que a órbita aproxima-se de 
“uma órbita de raio constante. No caso de particulas pesadas, E, variarà muito 
menos; por exemplo, na aceleração de prótons até 300 Mev, Ele varia de 307; 
Desta forma, pode ser praticável variar a frequência para aceleração de parti 
culas pesadas 

Um projeto possivel para um acelerador de elétrons de 300 mev está esque- 
matizado abaixo: 


Uma vez que o raio expande-se de 22 cm durante a aceleração, o campo megoé- 
tico deve cobrir apenas um anel desta largura, evidentemente com alguma largura 
adicional para dar ao campo a forma apropriada. O campo deve decrescer ligeira- 
mente com o raio, a fim de dar às órbitas estabilidade axial e radial. O fluxo magné- 
tico total é cêrca de | do que seria necessário para satisfazer å condição de fuxo de 
bétatron para a mesma energia final. 

A tensão necessária, sôbre os elétrons de aceleração, depende da taxa de varia- 
são do campo magnético. Se o imã fòr excitado em 60 ciclos, o valor de pico de 
(1ÍPNEEaÍd) será 2300 volts. (O têrmo de bétatron, que contêm dFedt, é cérca 
de | disto e será desprezado.) Se fizermos V = 10000 volts, o máximo desloca- 
mento de fase será de 13°. O múmero de voltas por oscilação de fase variará entre 
22 e 440 durante a aceleração. À variação relativa de Eo , durante um periodo de 
oscilação de fase, será 63% no instante da injeção, e diminuirá a partir de então. 
Portanto, a hipótese de variação lenta durante o periodo, usada na dedução das 
equações, é válida. A perda de energia por radiação é discutida numa carta ao 
editor, que segue a éste, onde se mostra que ela não é séria no caso acima. 

A aplicação a partículas pesadas não será discutida em detalhe, mas parece 
provável que o método melhor será a variação da freqüència. Uma vez que esta 
variação não precisa ser extremamente rápida, poderia ser efetuada por meio de 
dispositivos mecânicos movidos a motor. 

O sincrotron oferece a possibilidade de alcançar energia da ordem de um 
bilião de eltron-volts, seja com elétrons seja com particulas pesadas, no primeiro 
caso, poderá permitir a consecução desta finalidade com um custo menor em mate- 
rial e energia elétrica do que o bétatron; no segundo caso o bétatron não pode 
atingir o limite relaivístico do ciclotron- 

A construção de um acelerador de elétrons de 300 Mev, usando o princípio 
acima, está sendo planejada agora no “Radiation Laboratory” da Universidade 
da Califórnia. 
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NOTA HISTÓRICA: OS PÊNDULOS 
DE NEWTON as 


O princípio de equivalência 


MASSA INERCIAL E GRAVITACIONAL. Podemos deter- 
minar a massa de um corpo medindo a aceleração sôbre êle, pro- 


duzida por uma fòrça conhecida: 
F 


M, o 


A massa determinada dêste modo é conhecida como a massa 
inercial e denotada por M; . Podemos também determinar a massa 
medindo a fõrça gravitacional exercida sôbre ela por um outro 
corpo, como a terra: 

SM, 


m © 


A massa assim determinada é conhecida como massa gravita- 
cional e denotada por M,. Em (2) a massa da terra é My. 

É um fato notável que a massa inercial de todos os corpos 
seja, dentro da precisão experimental, proporcional à massa gra- 
vitacional, (Por meio de uma escolha conveniente de G, a massa 
inercial pode ser tornada igual à massa gravitacional). À experi- 
ência mais simples para verificar isto consiste em ver se todos os 
corpos caem com a mesma aceleração. Para um corpo que cai 
perto da superficie da terra, temos 

Manan) = SMA ; E) 
5 


para um segundo corpo que cai 


MOD) = Srta a 


Dividindo Eq. (3) pela Eq. (4), temos 


MADA) MA) 

MDa) MD)” 
M41) _ M42) a) 9 
MAD” MAD) a(i) 


Mas observa-se sempre que corpos que caem no vácuo, caem 
com a mesma velocidade, de modo que a(l) = a(2) dentro da 
precisão experimental, e temos portanto, para a relação entre a 
massa inercial e a gravitacional, 

MAI) M 
MD MO 


© 


Enquanto fôr constante esta relação de massas, poderemos sem- 
pre tornar igual a um o valor das razões em (6), ajustando ade- 
guadamente o valor de G. A tarefa experimental consiste em 
determinar se existem variações da relação M,/M, para diferentes 


engenhoso pode ser compreendido considerando-se um pêndulo 
suspenso na superficie da terra, na latitude de 45°. O pêndulo 
sofre ação da fòrça gravitacional M,g, dirigida na direção do 
centro da terra; e também da fórça centrifuga M,o?R,/ Ja 
onde o fator 1/ /Z entra como o co-seno de 45°: note queRs//2 
é a distância perpendicular, a esta latitude, do pêndulo ao eixo 
de rotação da terra. A fòrça centrifuga está dirigida normalmente 
a êste eixo de rotação. A resultante das duas fórças forma um 
ângulo. 


E a Mo Rs ) 
FMa R, 2M,g à 


com a direção da vertical local. Usamos aqui o fato de que a 
relação Mo?Rs/M,g é um número muito pequeno. Usando os 
dados fornecidos no início do Cap. 3, vemos que esta relação 
tem valor aproximado de 0,003. 

Suponhamos agora que uma suspensão torsional seja cons- 
truída conforme mostra a figura, com as duas bolas feitas de 
materiais diferentes, mas de massas gravitacionais iguais, de modo 
que MI) = M42). Se M41) não fôr igual a M42), a fibra de 
torção vai girar sob ação da fòrça centrífuga não balanceada. A 
medida é repetida com o aparélho girado de 180°; o que ajuda a 
determinar a posição zero da balança. Esta experiência é um 
bom exemplo de uma experiência de nulidade: um efeito sômente 
será observado se M (1) # M42), Eötvös comparou oito materiais 
diferentes com platina (Pt) usada como padrão; verificando que 


(8) 


até menos que uma parte em 10º. Experiências recentes de Dicke 
mostraram a igualdade dos dois tipos de massa até uma par- 
te em 10'º. 
A presente situação experimental pode ser resumida como 
segue: 
Se designarmos por Q a relação M,/M,, então 

a) O valor de Q para um elétron mais um próton é igual ao 
valor de Q para um nêutron, até uma parte em 107. (Esta com- 


tro 
da terra 


Vista lateral de um aparelho semelhante ao em- 
pregado por Eötvös para determinar a relação 


A figura ilustra como um pêndulo é defletido da entre a massa inercial e a massa gravitacional. 
vertical de um pequeno ângulo 8, devido à fôrça M, e M, são dois objetos não semelhantes de 
centrifuga causada pela rotação da terra. mesma massa gravitacional. 


Se as massas M, , M são iguais, as componentes. 
horizontais da fòrça centrifuga (as duas flexas) Sea inercial de M, fòr maior do que a 


serão iguais, e não haverá torção sôbre a fibra. de M, , haverá torção na fibra e o espelho girará. 


Esquema de uma experiência sôbre o “desvio 
gravitacional para o vermelho”. Um fóton emitido 
pela fonte em direção do centro da terra perde 
“energia potencial” U = (hy/c2)9L ganhando uma 
quantidade igual de “energia cinética” ao cair 
da altura L.A freqdência do fóton no detetor é 
v = Ml -glje); a frequência do fóton na fonte é v. 


paração segue diretamente da comparação de elementos leves 
com pesados, na tabela periódica; elementos pesados têm propor- 
são mais alta de nêutrons do que os leves. 

b) O valor de Q, da parte da massa nuclear associada com a 
energia de ligação nuclear, é igual a 1, até uma parte em 105, 

©) O valor de Q para a parte da massa atômica associada à 
energia de ligação dos elétrons orbitais é igual a um, até uma 
parte em 200. 


MASSA GRAVITACIONAL DE FÓTONS. Vimos, no Cap. 
12, que um fóton de energia hs, onde v é a fregiência, deve ter 
massa inercial igual a hv/c?. Tem o fóton também massa gravi- 
tacional? À evidência experimental indica fortemente que sim, e 
que o valor de sua massa gravitacional é igual ao da inercial. 
(A massa de repouso é, evidentemente, nula.) 

Considere um fóton que tem fregúência v e energia hv, quando 
à altura L acima da superficie da terra. A energia déste fóton 
aumenta de MgL ao cair através da distância L; passando a ser 
hv, onde 


h = he + gL, 19) 
admitindo-se para o fóton uma massa hv/c? constante durante a 
queda (razão disto é que y não é muito diferente de v). A fregiên- 
cia do fóton, medida após a queda, é portanto, de (9), 


vai% 
Quando L = 20 m, o desvio relativo de freqüência é 
Av _ gL (10)(2 x 10) as, 
= gs Ion 2x 10-18, an 
Este efeito fantàsticamente pequeno foi realmente observado por 
Pound e Rebka*, usando uma fonte de raios gama. Êles encon- 
traram, com AV = v =v, 
Ahs 
(an = L05 010 az 


a9 


„onde o valor calculado é obtido de (10). 


Um fóton de freqüëncia v, emitido à distância infinita da terra, 
terá freqüčncia v ao alcançar a superficie terrestre, onde, por 
uma generalização òbvia de (9) e (10), 


“ ve(i+ El (13) 


> 
Note que o desvio de fregiência envolve a relação entre o "com- 
primento gravitacional” GM /c? da terra (definido no Cap. 9) e o 


* RV. Pound e G. A- Rebka, Jr, Phys. Rec. Letters 4, 337 (1960) 
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A extremidade inferior da experiència de Pound 
sôbre a queda do fóton, em Harvard, mostrando 
G. A. Rebka Jr, ajustando fotomultiplicadores 
sob instruções de um centro de contrôle. Numa 
versão posterior da experiência foram introdu- 
zidos meios de contrôle da temperatura da fonte 
e do receptor. Todo o desvio gravitacional medido 
é sómente cérca de 1/500 de uma largura de 
linha. Para medir com precisão um desvio tão 
pequeno é necessário usar alguns truques. (Cor- 
tesia de R. V. Pound). 


fóton escapando para o infinito da superficie 
de uma estréla adquire “energia potencial” e 
perde uma quantidade igual de “energia cinética”. 
Se a fregiiência do fóton na superficie fòr v, sua 
frequência no mo év = 1 - GMyR), 


raio da terra Rz. Esta relação vale 6 x 10719. Aqui, o efeito 
maior é do mesmo tipo que o considerado em (11), mas agora a 
fonte de luz é muito mais afastada da terra. 


Desvio gravitacional para o vermelho. Um fóton de fregiiência 
v que deixa uma estrêla, escapando para o infinito, será observado 
no infinito com a fregiência 


vet 


onde M, é a massa e R, o raio da estréla. Isto segue de uma mo- 
dificação de (13); o fóton, agora, perdeu energia ao escapar do 
campo gravitacional da estréla. Um fóton na região azul do es- 
petro visível terá sua freqüëncia deslocada na direção da extre- 
midade vermelha do espetro: esta é a razão pela qual o efeito 
é conhecido como o desvio gravitacional para o vermelho. Não 
deve ser confundido com o desvio recessional para o vermelho 
da luz das estrélas distantes, o qual se acredita que surge devido 
ao seu movimento radial aparente, para longe da terra, discutido 
no Cap. 10. 

Estrélas anās brancas podem ter grandes valóres de M,/R,, 
apresentando assim valôres relativamente grandes de desvio gra- 
vitacional para o vermelho. Para Sirius B o desvio relativo cal- 


(14) 
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a 


culado é 
«as 


eo valor observado é 66 x 1075. A discrepância está dentro da 
incerteza em M, e R,. 


EXEMPLO. DEFLEXÃO DE FÓTONS PELO SOL. Qual 
é a deflexão angular de um feixe luminoso ou um fóton que passa 
pela extremidade do sol? 

Éste problema envolve um fóton, que se move com veloci- 
dade da luz, num campo gravitacional. Não se obtém resposta 
correta sem um cálculo cuidadoso, usando a relatividade especial; 
mas podemos obter a ordem de grandeza da resposta correta 
através de um cálculo ingênuo. 

Suponha que o fóton tem massa M; ; veremos que M; será 
eliminado do cálculo da deflexão, de modo que não precisamos 
conhecer o seu valor. Consideremos que o feixe de luz passa pelo 
sol à distância de maior aproximação rọ , medida do centro do sol. 
Supomos que a deflexão seja muito pequena, de modo que ro 
é essencialmente o que seria se o feixe não fósse defletido. A 
fòrça transversal F.,, sôbre o fóton na posição (ro. y). é 


F, =-GM,M, pry T> KC] 
onde y é medido a partir do ponto P, como na figura. 
O valor final da componente transversal da velocidade v, do 
fóton tem valor dado por 


Mu fra = fe fea an 
de modo que 
_2GMro [ dy _2GM, 
na- nema- o qm 


Segue então que quando rọ fôr igual ao raio R, do sol, a de- 
flexão angular será 


o m tal = 2EM radianos. a9 


Efetuando o cálculo, encontramos q = 0,87”. Um estudo mais 
cuidadoso*, usando relatividade especial e o princípio de equi- 
valência, prediz o dobro do valor dado pelo nosso argumento, 
ou seja, 1,75”. Êste valor foi confirmado por observações com 
precisão de talvez uns 20%, (Ainda continua-se a ouvir reclama- 
ções a respeito dos dados). 

Quando resolvemos um problema de colisão calculando a 
fòrça sôbre uma partícula como se a sua trajetória fôsse uma linha 
reta, adotamos o que se chama de aproximação de impulso. A cone- 


*Veja, por exemplo, L. 1. Schiff, Am. J. Phys. 28, 340 (1961) 
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Deflexão de um fóton pelo campo gravitacional 
do sol. 


tr teu dg À OARA Ae Ne AÀA OANE. 0 É 

discutida no Cap. 5. A aproximação dé impulso é frequentemente 

muito útil, desde que a trajetória verdadeira não se afaste muito 

da reta que seria percorrida pela partícula se a interação não 
Ara 


EQUIVALÊNCIA. O resultado experimental de que nunca foi 
detetada uma diferença entre a massa inercial e gravitacional de 
um corpo sugere que a gravitação pode, num certo sentido, ser 
considerada como equivalente à aceleração. Considere um obser- 
vador dentro de um elevador que cai livremente com aceleração g. 

O princípio de equivalência declara que, para um observador 
dentro de um elevador em queda livre, as leis da fisica são as mes- 
mas que nos referenciais inerciais da relatividade especial (pelo 
menos nas vizinhanças imediatas do centro do elevador). Os 
efeitos devidos ao movimento acelerado e às fórças gravitacionais 
cancelam-se exatamente. Um observador sentado num elevador 
fechado não pode, se observar fòrças gravitacionais aparentes, 
dizer que porção delas corresponde à aceleração e que porção 
às fórças gravitacionais verdadeiras. Éle não detetará fôrças 
a menos que outras fòrças (i-é, diferentes das gravitacionais) 
atuem sôbre o elevador. Em particular, o princípio de equiva- 
lència postulado requer que a relação entre a massa inercial e 
gravitacional seja M/M, = 1. A “imponderabilidade” de um 
homem em órbita num satélite é uma consequência do princípio 
de equivalência. 

A investigação das consegiências matemáticas do princípio 
de equivalência conduz-nos à teoria da relatividade geral; para 
continuar esta discussão, consulte as referências sugeridas no 
fim do Cap. 11. Os testes experimentais clássicos da teoria da rel 
tividade geral são cuidadosamente discutidos no primeiro capí. 
tulo de L. Witten, Gravitation: An introduction to current research 
(John Wiley and Sons, New York, 1962). 


PROBLEMAS. 


1. Mostre que a frequência de um pêndulo de comprimento Lë dada por 


Peele 


onde M, e M, são as massas inercial e gravitacional. (Bessel, na juventude, efetuou 
cuidadosas observações e mostrou que M, cra igual a M, dentro de uma parte 
em 6 x 10%) 

2. Ache uma expressão para o desvio gravitacional para o vermelho, na qual 
você não use a hipótese de que Av/v « 1. (Despreze quaisquer efeitos associados 
com a curvatura do espaça) Comece com h Av = —(hyjc?MM,G/") Ar e integre 
sôbre dr de R, até infinito, e sôbre dy de va V. Resp. V = ve sitat 

3. Estime o desvio gravitacional para o vermelho da luz que de 
da nossa galáxia, observado do exterior da galáxia. (Trate como uniforme a dis- 
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tribuição de massa dentro de uma esfera de raio de 10.000 parsecs A massa da 
galáxia é ~ 8x 10ttg) Resp. Aviv = 3 10%, 

4 Em 1962, foi identificada, ólicamente uma extensa fonte extraterrestre de 
radiação de radiofrequência, como um objeto semelhante a uma estréia, com 
raio angular de | seg aproximadamente, Pensou-se inicialmente que se tratasse 
de uma estréia da nossa galáxia, emitindo ondas de rádio, mas, subseguente- 
mente, foi obtido o seu espetro e verificou-se que as linhas espetrais eram consi- 
derivelmente desviadas para o vermelho. Por exemplo, uma linha atomica do 
oxigênio de comprimento de onda À. normalmente de 3.727 x 1075 em, foi identi- 
ficada como à = 5497 x 1073 cm. Uma das explicações consistiu em considerar 
o objeto como uma estria de grande massa, com espetro desriado gravitacional- 
mente para o vermelho. Se esta radio-estria hipotética está na nossa galáxia, sua 
distância da terra deve ser menor do que 107? cm. 

a) Calcule, a partir do diâmetro e do deslocamento para o vermelho, a massa 
é a densidade média da estrëla sob esta hipótese, admitindo que a distância seja 
de 10%* cm, É esta uma explicação razoável dêste objeto? 

b} Uma sugestão alternativa foi que poderia tratar-se de uma “rádiogaláxia” 
peculiar, com o deslocamento para o vermelho seguindo a relação usual dêste 
deslocamento, dada no Cap. 10. Calcule a sua distância sob esta segunda hipótese. 

c} A hipótese de rádio-galáxia confirma esta espectativa? 

Respostas; a) Massa é 8:7 x 10% g, densidade média É 1.6 x 10º gcm’. 
Isto não parece razoável, pois a massa é cërca de 0.1 da massa total da nossa ga- 
ixin. 

bj 3 x 10” anos-luz (3 x 107 cm). 

c) Sim; tem raio de 10?% cm aproximadamente. Isto está dentro do intervalo 
usual dos raios galáticos 

Para mais detalhes veja J.L. Greenstein, “Quasi-stellar radio sources”, Sci 
“American 209,54 (1963) 


NOTA HISTÓRICA. OS PÊNDULOS DE NEWTON 


Citamos dos Principia o relato de Newton das suas experiências com pêndulos. 
para investigar uma possivel variação da relação entre as massas gravitacional e 
inercial, 

“Mas, foi há muito observado por outros, que (levando-se em conta a peque- 
na resistência do ar) todos os corpos desciam atravês de espaços iguais em tempos 
iguais; e, com auxilio de péndulos, que a igualdade dos tempos pode ser distin- 
guida com grande exatidão. 

“Tentei a coisa com ouro, prata, chumbo, vidro, areia, sal comum, madeira, 
água e trigo. Providenciei duas caixas iguais de madeira. Enchi uma com madeira, 
e suspendi um peso igual (tão exatamente quanto pude) de ouro no centro de 
oscilação da outra. As caixas estavam suspensas por fios iguais de 11 pés e forma- 
vam um par de pêndulos perfeitamente iguais no peso e forma, e igualmente expos- 
tos à resistência do ar: e, colocando uma perto da outra, observeias balançando 
juntas, para frente e para trás, por um longo tempo, com vibrações iguais. E por- 
tanto (pelo Cor, I e VI, Prop. XXIV, Livro I), a quantidade de matéria no ouro 
estava para a quantidade de matéria na madeira como a ação da fórça motora 
sôbre todo o ouro estava para a ação da mesma sôbre tóda a madeira isto é como 
o péto de um para o pèso do outro. 

E através destas experiências, com corpos de mesmo pèso, poderia ter desco- 
berto uma diferença de matéria, menor do que uma milésima parte do todo: 
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As partículas da física 
moderna 


PARTÍCULAS ESTÁVEIS E INSTÁVEIS. Tôda matéria conhe- 
cida é composta de particulas. Talvez a descoberta mais impor- 
tante que os fisicos fizeram sôbre o universo seja a granulosidade 
da matéria. Esta é a chave do comportamento e da estrutura de 
gases, líquidos e sólidos, das reações quimicas, dos tipos de 
modelos capazes de explicar não sômente física atômica e suba- 
tômica, como também a física macroscópica. Já em 1756, Franklin 
tinha consciência de que os grãos de matéria transportavam cargas 
elétricas. Ao contemplar o fenômeno da indução eletrostática. 
êle disse com uma intuição espantosa: “A matéria elétrica con- 
siste em partículas extremamente sutis, pois pode permear a 
matéria comum, mesmo a mais densa, com tal liberdade e faci- 
lidade a ponto de não receber qualquer resistência apreciável” 
Em 1897, J. J. Thomson provou que raios catódicos podiam ser 
defletidos por campos elétricos e magnéticos. Ele então calculou 
a massa das partículas (elétrons), que constituem êstes raios, 
como sendo da ordem de 10" da massa do átomo de hidrogênio. 
Éste trabalho, junto com a descoberta simultânea do efeito Zeeman 
(desdobramento das linhas espetrais por campo magnético), 
assinala a aceitação geral da constituição elétrica da matéria. 
A descoberta do núcleo por Rutherford seguiu-se em 1911-1913. 
Rutherford mostrou que o átomo consta de um núcieo positi- 
vamente carregado, rodeado por um sistema de elétrons mantidos 
Juntos pela atração Coulombiana do núcleo. Mostrou-se tam- 
bém que a carga negativa total dos elétrons num átomo é igual 
à carga positiva do núcleo. O núcleo é a sede da maior parte da 


O instrumento de J. J. Thomson (1897) para 


medir e/m. 
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O Laboratório Cavendish na Universidade de 
Cambridge, Aqui foi descoberto o elétron por J. J. 
Thomson e a primeira transmutação artificial 
do núcleo foi observada por Rutherford. (Foto- 
grafia do “British Information Services”) 


massa do átomo; as dimensões lineares do núcleo são extrema- 
mente pequenas em comparação com as do átomo todo. Como 
disse Bohr em 1913, “Grande interesse deve ser atribuído ao 
modêlo atômico.” 

Após o desenvolvimento, em 1913, do modêlo atômico de 
Bohr-Rutherford, as particulas elementares conhecidas eram o 
elétron, o próton e uns 95 núcleos diferentes. (Para finalidades 
práticas, uma partícula elementar é qualquer partícula que não 
pode ser descrita ficilmente como uma combinação de outras 
partículas.) Com a descoberta do nêutron (uma particula neutra 
de massa ligeiramente maior que a do próton), em 1932, compre- 
endeu-se que os próprios núcleos eram combinações de nêutrons 
e prótons; naquele tempo, eram conhecidas quatro partículas 
elementares: o nêutron (n), o próton (p), o elétron (e) e o fóton (9). 
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Desde aquéle tempo, o número de particulas elementares conhe- 
cidas tem crescido continuamente. O pósitron (e), o oposto posi- 
tivamente carregado do elétron, foi descoberto em 1932. A exis- 
tência de neutrinos (v), que são partículas neutras sem massa e 
que interagem muito fracamente com tódas as outras partículas, 
foi estabelecida razoávelmente bem na década de 1930. Muons, 
ou particulas carregadas positivamente e negativamente, cérca 
de 208 vêzes mais pesadas do que o elétron. (u* e u~), foram desco- 
bertos em 1936. Então, o passo das descobertas acelerou-se: um 
outro par de partículas carregadas (x” e x”, chamadas pions ou 
mésons* pi) em 1947; um parceiro neutro, o pion (xº) em 1950; 
o oposto negativamente carregado do próton (antipróton, 7) 
em 1955; o antinêutron (5); uma nova família de mésons carre- 
gados e neutro (K*, Kº, K`) e particulas mais pesadas (Aº. 
E*, E7, E°, 2°, E"): as antipartículas de tódas estas; dezenas 
de mésons e partículas pesadas de vida muito curta (~ 102º 
seg); e mesmo uma outra família de neutrinos. 

Será possível que tôdas elas sejam partículas elementares? 
Seriam algumas delas ou talvez tôdas interpretáveis como com- 
binações de outras partículas, como estados ligados de duas ou 
mais outras partículas? Poderiam estas particulas ser estados 
excitados de uma só partícula, exatamente como o átomo de hidro- 
gênio tem muitos estados excitados? É muito provável que o 
grande número de partículas elementares é uma reflexão da 
nossa ignorância atual das respostas a estas questões. 

Apenas duas das partículas carregadas, o elétron e o próton, 
são estáveis — pelo menos na nossa parte do universo. Num uni- 
verso de antipartículas o pósitron e o antipróton seriam estáveis. 


“A palavra méson significa literalmente “intermediário”, aludindo-se ao fato 
de que sua massa está entre a do elétron e a do próton. 
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Esquema do aparelho usado por Chadwick para 
observação de nêutrons (1932), Nesta experiência 
raios alfa do polônio incidem sôbre uma fòlha | 
de berilio. Uma reação nuclear 

att AB > CP An 
liberta nêutrons, que por sua vez incidem sôbre um — 
bloco de parafina. Os nêutrons transmitem sua 
energia a prótons em colisões elásticas; os prótons — 
são detetados por meio de um contador pro- 
porcional. Foi também possivel detetar núcleos 
de nitrogênio por meio do contador propor- 
cional, quando se usou CN em lugar de CH,. 
Por meio desta experiència foi determinada a 
massa do nêutron como aproximadamente igual 
à do próton. 


Planta do próton-síncrotron de 33 Bev no Brook: 
haven National Laboratory. Os aceleradores de 
partículas de alta energia de Brookhaven, Gene- 
bra, Dubna e Berkeley estão entre as ferramentas 
científicas mais impressionantes do mundo. Outros 
grandes aceleradores estão em construção. 


JE BROOKHAVEN 


Vista aérea do sincrotron de 
gradiente alternante de Brookha- 
ven e seus edificios auxiliares: à 
direita do imã em forma de anel 
está o edificio da câmara de 
bôlhas de hidrogênio de 80 pole- 
gadas; acima à esquerda está o 
edifício do Cosmotron; abaixo à 
esquerda está o reator de pes- 
quisa de grafite. (Brookhaven Na- 
tional Laboratory). 


O nêutron livre desintegra-se num próton e num 
elétron (que podemos observar) mais um anti- 
neutrino, que é práticamente impossivel de obser- 
var (a), Sabemos que o antineutrino está lá 
porque a soma vetorial dos momentos do próton 
é do elétron não é em geral igual ao momento 
do nêutron primitivo. O gráfico representa o 
número N(p) de elétrons por unidade de momento 
em função dos momentos dos elétrons (b). Se a 
massa do neutrino fôsse maior do que zero, seria 
obtida a curva (c); na realidade, distribuições 
como a mostrada em (c) nunca são observadas. 


“Tôdas as outras partículas carregadas ou decaem rápida e espon- 
tâncamente, geralmente em muito menos do que 107º seg, ou 
são quase que instantâncamente aniquiladas (pósitrons, antipró- 
tons) quando entram em contato com a matéria normal. Entre 
as partículas neutras (não carregadas) apenas o fóton e os neu- 
trinos não decaem espontâneamente. Néutrons livres decaem de 
acôrdo com n=p + e + 7, com vida média de 15 min, mas 
nêutrons ligados num núcleo não decaem de maneira nenhuma. 
Nêutrons e prótons ligados podem formar núcleos estáveis. 

Assim, a despeito do grande número de particulas elementares, 
sômente umas poucas têm um papel óbvio na estrutura da ma- 
téria normal. Nêutrons e prótons ligam-se para formar núcleos 
carregados; ao redor de um núcleo move-se uma nuvem de clé- 
trons, e juntos êles formam um átomo. Átomos combinam-se 
em moléculas. Grandes conjuntos de moléculas constituem as 
formas macroscópicas da matéria: gases, liquidos, cristais. 
Elêtrons acelerados emitem ou absorvem fótons. O estudo das 
transições entre estados atômicos estacionários é a espetroscopia, 
que, em conjunto com a ressonância eletrônica e nuclear, tem 
sido a principal ferramenta experimental para a exploração da 
estrutura de átomos e moléculas. 

Exceto no quese refere às quatro partículas, p,n, e e y, a natureza 
ocultou o papel das outras particulas elementares na estrutura 
da matéria normal estável, Sabemos que os próprios prótons e 
nêutrons não são simples particulas puntiformes, mas têm um 
tamanho e estrutura. Outras particulas elementares estão envol- 
vidas nesta estrutura, mas os constituintes estão tão fortemente 
ligados (energias de ligação comparáveis à sua massa de repouso, 
vêzes c°) que é necessária uma energia relativamente enorme 
para desintegrar um próton (ou um nêutron). A fim de desinte- 
grar um próton devemos fornecer energia suficiente para criar 
a massa de repouso e a energia cinética das partículas resultantes. 

Numa colisão nêutron-próton de alta energia podemos pro- 
duzir mésons neutros nº: 


n+p>n+p+ r, 
desde que a energia cinética do nêutron incidente seja suficiente- 


mente alta. Êla deve ser suficiente para igualar a energia cinética 
don, p e xº finais, mais a energia de repouso do méson 7°, 


Min)? = 140 Mev. 


Do ponto de vista da conservação da energia e do momento, o 1º 
foi criado nesta colisão; êle não existia, até então, ames dela. O 


422 


nêutron e o próton forneceram a energia e o momento para cata- 
lisar a criação do méson 7”. O méson x” pode ser considerado 
como criado do vácuo, exatamente como pares elétron-pósitron 
são criados por um raio y. A descrição detalhada do mecanismo 
de tais processos sômente é possível na linguagem da teoria 
quântica relativista. A interação entre pions (mésons x) e núclcons. 
(prótons ou nêutrons) é tal que, se pudéssemos olhar para dentro 
de um núcleon por meio de um microscópio ideal (usando radia- 
ção de comprimento de onda muito curto), detetariamos lá a 
presença de mésons 2°; mas se expelissemos um tal méson de 
um próton ou nêutron, a sua ausência no núcicon seria ràpida- 
mente corrigida pela criação lá de um nôvo méson. O próton 
ou nêutron final seria, sob todos os aspectos, idêntico a um nú- 
cleon que não tivesse catalisado a criação de um méson. Uma 
vez que o resultado líquido é a criação de um méson livre, (aquêle 
que foi expelido na reação), a conservação da energia requer que 
tôda a energia correspondente à massa de repouso dêste méson 
seja fornecida na reação. 

A fim de estudar a maioria das particulas elementares, tódas 
com exceção de umas poucas estáveis (elétrons, prótons, nêutrons 
ligados em núcleos, fótons), é necessário criá-las em colisões de 
alta energia. Mesmo assim as particulas podem decair tão ràpi- 
damente que é necessário recriá-las continuamente, sempre que 
quisermos estudar qualquer das suas propriedades. Antes de 1949, 
quando os grandes aceleradores começaram a operar, a criação 
de partículas instáveis sómente podia ser observada nas colisões 
de raios cósmicos de alta energia (geralmente prótons ou núcleos 
atômicos) com núcleos, na atmosfera ou em algum material denso 
colocado como alvo. Infelizmente, o pequeno número e energias 
incontroláveis das partículas incidentes tornavam extremamente 
difícil a aquisição de dados concernentes às suas propriedades. 
Não obstante, numerosos dados muito significativos foram adqui- 
ridos das experiências com raios cósmicos. 

A fim de criar uma partícula elementar de massa M, é neces- 
sária energia pelo menos suficiente para exceder a energia da massa 
de repouso Me? Isto não é muito; as mais pesadas partículas 
elementares conhecidas são apenas 4000 vêzes mais pesadas do 
que o elétron, de modo que a sua energia de repouso é no máximo 
uns poucos milésimos de erg. Uma pilha de lanterna elétrica pode 
fornecer energia suficiente para criar milhares de partículas 
por segundo. O problema consiste em localizar suficientemente 
esta energia, acomodar esta quantidade de energia no volume 
muito pequeno (= 104º cm?) ocupado por uma partícula. Isto 
se consegue por meio de um grande acelerador que inicia uma 
colisão na qual uma única partícula incidente traz energia sufi- 
ciente para iniciar a reação desejada ou para criar mais parti- 
culas elementares. Os aceleradores de alta energia são usados 
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principalmente para acelerar prótons, mas os aceleradores atuais 
de elétrons de alta energia são usados quando o objetivo é estudar 
a estrutura do próton ou nêutron. 

O mundo das particulas elementares foi em grande parte 
criado pelos fisicos que o exploraram. No estudo de uma parti- 
cula instável, a particula deve ser detectada rápidamente e as 
medidas relevantes registradas antes que ela decaia ou seja absor- 
vida. Damos, na tabela abaixo, uma compilação (feita, em parte, 
por W. H. Barkas e A. H. Rosenfeld) das massas e vidas médias de 
muitas das partículas elementares mais estáveis, 


MASSAS E VIDAS MÉDIAS DE PARTÍCULAS 


(As antiparticulas, até o ponto que sabemos, têm os mesmos spins, massas e vidas 
médias que as particulas da lista, mas cargas opostas) 


Pariana Spm Massa, Mer Vida média, seg 
Föron 
7 1 o estável 
Leptons 
+ dois tipo) 4 o estável 
e É 0511006 + 04000005 estável 
Di $ Jos6ss ooo 2m2 x 10: 
o 19594005 255 x 104 
o usm+oos — Q2+08x 101 
o 39 +02 122» 10 


D% Ka, 50% K, 


o ams +06 
P 4 938256 + 0015] estável 

, i 939550 + 001S 104 x 10° 

A J s% tom 25 x 10-10 

r i a +020 METT 

E Fo uma 20% 16 x 10-10 

” 4 mo +os «or x105 

r 7 usa +12 13 x 10-10 

= voam 48 15 x 10-10 evento) 
e 1676 
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Colisão de dois prótons de alta energia produz 
uma cascata de partículas. Um dos prótons pri- 
mitivo afasta-se inalterado (acima à direita). O 
outro dá origem, aqui, a uma particula negativa 
e dois mésons K positivos. Estas partículas, sendo 
instáveis, decaem em outras partículas, algumas 
das quais desintegram-se por sua vez No fim, 
permanecem sómente partículas estáveis, umas 
vinte, no evento aqui representado. (S. B. Treiman, 
“The Weak Interactions”, Sci. American 200,77, 
março de 1959) 


Energias dos aceleradores de partículas de alta 
energia espalhados pelo mundo tem aumentado 
aproximadamente por um fator dez cada cinco 
anos desde 1932. Cada salto mais importante 
foi iniciado por alguma idéia fundamental nova 
no projeto de aceleradores. O primeiro ciclotron 
de freqüència fixa foi o de Lawrence em 1932 
o primeiro ciclotron de freqüència modulada foi 
a máquina de 184 polegadas de Berkeley em 1946; 
o primeiro próton-sincrotron de focalização fraca 
foi o cósmotron em 1952: o sincrotron de gra- 
diente altemado originou-se com as máquinas 
de CERN e Brookhaven em 1959 e 1960. (Segundo 
R. D. Hill, “Tracking Down Particles”, W. A. 
Benjamin Inc, New York, 1963) 


MASSAS. Uma particula elementar tem sempre a mesma massa 
de repouso*, Quando duas partículas têm massas diferentes, são 
consideradas como partículas diferentes. O valor da massa de 
repouso serve como indice principal que identifica a partícula 


* Isto é exatamente verdadeiro apenas para particulas estáveis. Para as par- 
tculas instáveis a experiência confirma as predições da mecânica quântica, de 
que a massa M tem uma incerteza intrinseca AM, dada por (AM) ~ h/2nt, 
com z a vida média c h a constante de Planck. Para o nêutron, + ~ 15 min e (AM/M) 
~ 10537 Para o 2º, t ~ 10-16 e (AM/M) 1077. Para as particulas de vida 
muito curta, com x < 101º seg, a incerteza na massa não é mais tão pequena 


inequivocamente? O valor da massa de repouso pode permitir-nos. 
inferir a existência de uma partícula, mesmo sem observação 
direta, sômente da conservação da energia e momento. Partículas 
carregadas deixam evidências de suas trajetórias em materiais 
apropriados (câmaras de vapor, câmaras de bôlhas, chapas foto- 
gráficas, contadores). Usando um campo magnético, podemos 
medir o momento e portanto a energia das partículas antes e 
depois da colisão. 

Como um exemplo, considere a colisão de um elétron de alta 
energia com um próton em repouso. O próton poderia ser uma 
molécula de hidrogênio num alvo de hidrogênio liquido. Na 
maioria das colisões, o elétron incidente mais um certo próton 
formam um sistema quase isolado, e muito pouco momento ou 
energia é transferido a qualquer outra partícula. Se as variáveis 
sem indice referem-se às partículas antes da colisão e as com 
indice às variáveis depois da colisão, então 


Pi + P2-Pi' -Px = Ap=0, a 
e 


[pe + meJ + [ph + MPa pda + meJ? 
[pe A Mpe] AE (0) 


Aqui M, é a massa de repouso do próton e m a do elétron. Entre- 
tanto, em cêrca de um por cento das colisões, é possível observar 
que AE e Ap não são nulos. Isto é o que esperariamos se fósse 
produzida uma partícula sem carga (que não deixa evidência 
visível de sua trajetória), nestas colisões elétron-próton. Mas se 
momento e energia nem sempre fôssem conservados, existiria 
uma situação semelhante. Como distinguir entre as duas possibi- 
lidades? Um resultado experimental significativo é que em tódas 
as colisões com diferentes módulos e direções de p, € pz a energia 
faltante é sempre positiva. Se alguma vêz fôsse descoberto que 
ela é negativa, não poderiamos mais pretender que a energia que 
falta é convertida em massa de repouso e energia cinética de par- 
tículas não observadas, Mais importante ainda, enquanto que 
apenas uma particula (neutra) invisível de massa M é criada e 
leva embora AE e Ap, as duas quantidades devem estar sempre 


(MEP cap = Mĉ°c* 2 0. B 


A massa de repouso M da particula neutra deve ser independente 
de p, , P, » P: é A". Em milhões de colisões inelásticas que foram 
analisadas, a energia e o momento faltantes foram sempre inter- 
pretados com sucesso em têrmos da criação de uma ou mais par- 
tículas elementares conhecidas. Isto fornece talvez a mais forte 
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evidência existente da conservação da energia e momento relati- 

Em colisões elétron-próton, enquanto a energia cinética do 
próton incidente fôr menor do que 140 Mev, quase tôdas as coli- 
sões inelásticas (AE # 0) satisfazem à relação 


(AEP -eap = 0. C) 


Isto, por comparação com (3), significa que a particula criada 
na colisão tem massa de repouso nula. A particula pode ser iden- 
tificada como um fóton 7, de modo que a reação é 


esp>e+p+y. 9 


No intervalo de energias de elétrons menores do que 140 Mev, 
podemos consistentemente interpretar os exemplos nos quais 
(AE?) > cXAp)? em têrmos de processos múltiplos de produção 
de gamas, tais como e + p — e + p + y + y. Nunca foram obser- 
vadas colisões nas quais (AE)? < c? (Ap)? 

Com energias de elétrons incidentes acima de 140 Mev, ocorre 
um outro mecanismo de perda de momento-energia. Neste inter- 
valo observa-se nas colisões inelásticas que 


(MEP —cAAp) = (135 Mev’. (9 


Interpretamos êste desbalanceamento da energia-momento como 
a criação de uma partícula cuja massa de repouso é 135 Mev. 
A energia e o momento que faltam em (6) são atribuídos a um 
méson neutro xº, cuja massa de repouso é 264m, onde m é a massa 
de repouso do elétron. O processo é 


esp>e+p+rº. 
Esta reação foi confirmada pela observação dos produtos de 
desintegração do 7° instável, que decai de acórdo com 
nm =7+7 


É assim que o pion neutro foi descoberto. Entretanto, a verifi- 
cação repetida de (6) para várias energias incidentes AE,e Ap, é 
por si só uma confirmação suficiente da existência do méson de 
massa de repouso de 264m. O º também é produzido em colisões 
de alta energia de outras partículas; por exemplo, nos processos 


J+P>P+RS, n+pontp+m. (u) 

De maneira análoga, a descoberta e confirmação de outras 

partículas elementares é fregiientemente baseada na aplicação 
das leis de conservação da energia e momento. 


CARGA. Tôdas as partículas elementares conhecidas têm carga 
+e, -e ou zero, dentro da precisão das medidas. Além do mais, 
nunca foi comunicado exemplo de um processo de colisão no 
qual a carga não fósse conservada, dentro da precisão experi- 
mental. Por exemplo, da ausência de deflexão de um feixe de 
nêutrons num campo elétrico uniforme, sabe-se que a carga do 
nêutron é zero, dentro da incerteza de 10-"7 da carga do elétron. 


Quando aplicamos a conservação da carga, como um prin- 
cipio, às reações 


n+P>p+p+R O n+pontn+a?, (8 


a carga dos mésons x” e x* é determinada como —e e + e, res- 
pectivamente. Outras partículas são produzidas em pares, posi- 
tiva e negativa, como em 


n4+pon+p+K+KS. 69) 


Aqui a conservação da carga diz que as cargas de K~ e K“ deve- 
riam ser iguais em módulo, de sinais opostos. 

Acreditamos que as cargas das partículas elementares são 
muito precisamente + e, ou O. Evidências independentes da 
conservação e quantisação da carga das partículas elementares 
provêm indiretamente do fato de que o valor da carga q intervém 
indiretamente na determinação do momento p duma particula, 
bascada na medida do raio p do circulo que ela percorre no 
campo magnético B: 


E) 
Bp =. El 
p= ao 


Esta relação foi deduzida relativisticamente no Cap. 13. Tais 
medidas são os meios mais importantes de determinação de 
momentos e da verificação da relação energia-momento, Eq: (3). 
Desvio da carga de uma particula do seu valor admitido +e 
mudaria tanto a energia como o momento calculado da parti- 
cula. Isto, por sua vez, causaria uma falta aparente da conser- 
vação da energia e momento nas reações. Entretanto, em geral, 
a Eq. (3) não pode ser verificada com grande precisão em coli- 
sões que produzem partículas instáveis, porque os momentos 
raramente podem ser determinados, através de medidas de curva- 
tura, com precisão melhor do que 1% Apenas para as parti- 
culas elementares estáveis — próton, elétron, nêutron, fóton e 
neutrino — existe uma confirmação direta muito precisa da hipó- 
tese de que as cargas são +e ou 0, melhor do que 107º e. 


Distribuição interna da carga no próton emêutron 
em função do raio. À ordenada é proporcional à 
carga numa camada esférica fina de raio r. A área 
sob a curva do próton é proporcional à sua carga. 
A área sob a curva do néutron é igual a zero. Os 
dados foram obtidos através de esperiências de 
espalhamento de elétron de alta energia. 


Uma câmara de bôlhas primitiva, mostrando 
traços de particulas de raios cósmicos em éter 
dietílico. Foi construída na Universidade de Michi- 
gan. (Cortesia de D. Glasser). 


Méscns e seu amigos numa câmara de bólhas de 
hidrogênio. (Fotografia do Lawrence Radiation 
Laboratory) 


Traços de partículas numa câmara de bôl 
hidrogênio liquido. Assinalam 


Vários produtos da reação também 
lados. Note as espirais descritas pelos 


que entram por baixo; ambos se recombi pósitrons. (Fotografia do Lawrence Radia 


com prótons na câmara. ratory) 


Um grupo representativo de individuos es 
vidos na observação d 

fados no lado d: 
Brookhaven: da e 
Jensen, Nicholas P. Samios, William A. Tuttle, 
Ralph P. Shutt, Medford S. Webster, William 
B. Fowler e Donald P. Brown. (Brookhaven N 
tional Laboratory). 


TEMPO DE VIDA. O decaimento de uma partícula instável é 
muito diferente do tipo de desintegração que vemos comumente 
em tômo de nós. Uma pessoa velha tem maior probabilidade de 
morrer na hora seguinte do que uma jovem; uma bactéria não 
sofrerá fissão imediatamente após o nascimento, mas dividir-se-i 
depois que tenha decorrido um tempo especificado: um carro 
velho tem mais probabilidade de quebrar do que um nôvo. Nestes 
casos, a probabilidade de algum tipo de disrupção depende tam- 
bém da história do objeto até aquéle instante: os que viveram 
mais tempo são mais sujeitos a algum processo de desintegração. 
Mas é um fato experimental que a probabilidade de decaimento de 
uma partícula elementar, de qualquer tipo de núcleo radioativo, 
átomo ou molécula excitada é independente do tempo que a 
partícula viveu. Um nêutron livre é instável, mas um néutron 
que já tenha vivido muito tempo não é diferente, sob aspecto 
algum, de um que tenha estado livre apenas por pouco tempo. 
É impossível predizer quando decairá uma dada partícula instável. 
Sómente um tempo de vida médio, para um grande número de 
partículas, tem significado reprodutivel. 

A probabilidade Pa de que uma partícula decairá num inter- 
valo curto, At, seguinte a um certo instante t, é igual ao produto 
de Ar por uma constante 1/r, que é caraterística da particula 
mas não da sua história: 

Pa% an 
Entendemos por intervalo curto que At < t. Para um número 
grande de partículas, N, o número das que decaem em Até NP,» 
Éstes decaimentos fazem o número de partículas diminuir de 
-At(dN/di). Portanto, usando (11), 


ÃO menos a3 


A solução de (12) é 
NO) = Not”, (13) 


onde No é o número de particulas em t = O. 

A grandeza 7 é chamada a vida média da particula instável; 
é definida por convenção no referencial de repouso da partícula 
que decai. À natureza probabilística do processo, expressa por (13), 
está de acórdo tanto com a experiência como com as explicações 
teóricas da mecânica quântica. 

Muitas partículas instáveis têm mais do que um modo de desin- 
tegração. Considere os dois modos de desintegração de uma 
partícula A (neutra) 


Modo (A): A = p +17; (14) 
Modo (B): A + n + 7º. as) 


A probabilidade de desintegração no próximo intervalo At é a 
soma das probabilidades de decaimento pelos modos (A) e (B): 


Fath -P ža; Ps a9 
Aqui 
a7 
ou 
(18) 
com 


Vemos que o número de partículas A não desintegradas, que 
sobram em qualquer tempo r, é outra vez dado por uma expo- 
nencial simples, como em (13). Se detetássemos apenas os mésons 
x”, emitidos por uma amostra de partículas A, obteriamos P„N 
para o número de mésons x” emitidos no intervalo At. Então, a 
velocidade R- de emissão de x” é dada por 


20) 


en 


A velocidade total de desintegração é 


R= R + R? = Moço, 22 


usamos aqui a (19). Não importa qual modo de desintegração é 
observado, a função exponencial é a mesma. A partícula tem sò- 
mente uma vida média, não importando por quantos modos 
diferentes pode decair e não importando qual é o modo usado 
para medir o decaimento exponencial. 

Com exceção da interação eletrostática entre partículas car- 
regadas, as fórças entre particulas elementares tornam-se pequenas 
quando sua separação excede 2 x 10-!º cm. Portanto, mesmo 
quando os produtos da desintegração de uma partícula instável 
viajam com velocidade da luz, leva geralmente cêrca de 2 x 10-13/e 
= 1072 seg, antes que o decaimento possa ser considerado irre- 
vogável e completo. 
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Uma partícula que decai em tempo comparável a 102º seg, 
dificilmente pode ser chamada de partícula. Este é o tempo ne- 
cessário para que os produtos de reação se separem, mesmo 
se nunca tivessem chegado a ligar-se numa partícula. Êste inter- 
valo de tempo, 102º seg, é um tempo padrão, relativamente ao 
qual podemos, em certo sentido, considerar as desintegrações 
como rápidas ou lentas. Vemos na tabela, que todos os decaimen- 
tos relacionados (exceto do x" e Z°, que podem envolver sômente 
a emissão de um fóton) são extremamente lentos em relação com 
10728 seg, com vidas médias variáveis entre 17 min para o nêutron 
e 1071º seg para o A ou E*. Em geral, quanto maior a energia 
cinética disponível para os produtos da desintegração, tanto mais 
rápida ela é. Mesmo uma partícula de “vida longa” ~ 10-"º seg, 
vive um tempo curto em relação aos tempos que permitem me- 
dições adequadas no laboratório; por isto o estudo das proprie- 
dades destas partículas elementares instáveis exige métodos espe- 
ciais, aparelhos e engenhosidade. 


OUTRAS CARACTERÍSTICAS. O conhecimento da massa, 
carga e vida média não esgota as propriedades mensuráveis das 
partículas elementares, da mesma forma que apenas estas proprie- 
dades seriam insuficientes para dar uma descrição completa de 
objetos macroscópicos ordinários. Entretanto, elas são geralmente 
as primeiras a serem medidas, e usualmente servem como uma 
assinatura específica de uma dada partícula elementar. 

A maioria das particulas elementares pode ser classificada em 
grupos especiais (multipletos). Por exemplo, existem três pions; 
a*,xº.x de massas quase iguais (veja a tabela) e com proprie- 
dades extremamente semelhantes, com exceção da carga. Mas não 
existem x” * ou a~~, etc; os pions ocorrem em tripletos. Núcleons, 
por outro lado, ocorrem em dubletos, p e n (ou melhor, pares 
de dubletos, devido à existência do antipróton 7 e antinéutron 7). 
Novamente não existe um núcleon de carga múltipla. Anilo- 
gamente, a partícula Z também ocorre como um par de du- 
bletos; assim como as partículas K. Mas A é um singleto e E*, 
E°, E` formam um tripleto. 

Partículas da massa de muons ou mais leves (y, e, v) são cha- 
madas leptons (particulas leves); partículas de massa intermediá- 
ria entre leptons e núcleons (x, K) são denominadas mésons (par- 
tículas intermediárias), e os núclcons e partículas mais pesadas 
(p.n, A, E", E°, E7, Z°, E7, Q`) são chamadas bárions (partículas 
pesadas). Esta classificação geral é muito conveniente ao discutir 
as interações entre partículas pesadas. (Por exemplo, em tôdas as 
reações o número de bárions menos o número de antibárions 
nunca muda. Isto não é verdadeiro para mésons, mas parece ser 
verdadeiro para leptons) 
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Muitas partículas elementares giram em tôrno do seu eixo de 
modo semelhante à terra, mas com certas diferenças que surgem 
do fato de que o movimento de rotação das particulas elementares 
deve ser descrito pela mecânica quântica. Aqui resumimos apenas 
o resultado: todos os leptons e bárions de vida longa parecem 
ter o mesmo momento angular intrinseco 4%, enquanto que os 
mésons de vida longa não o tem ao todo. 

Em média, a carga de uma partícula elementar está distribuida 
através de tôda a particula. Em qualquer experiência “suave”, 
que não desintegre a particula, apenas esta média temporal é 
mensurável, pois a medida não pode ser instantânea, (É novamente 
a mecânica quântica que limita a nossa habilidade de descrever 
a estrutura de uma partícula elementar.) A determinação expe- 
rimental desta distribuição de carga para o próton, nêutron e 
elétron fornece uma confirmação importante do modélo do elé- 
tron como uma carga puntiforme (pelo menos até 10? cm) en- 
quanto que o próton e nêutron parecem estruturas mais complexas, 
com a carga distribuida no interior de uma esfera de aproximada- 
mente 10"? cm de raio. Os momentos magnéticos dos leptons (a 
serem definidos no Vol I) crescem com o inverso da massa, com 
exceção de v e y que não têm nenhum momento magnético intrin- 
seco detetável. Não sómente a intensidade do campo magnético 
como também a distribuição exata das correntes que o originam 
pode, em princípio, ser medida. Um dos maiores sucessos da teoria 
quântica relativistica é a predição correta do campo magnético 
intrínseco do elétron, observado até uma parte em 10º, menos 
que a atual incerteza experimental 


AS QUATRO FÓRÇAS BÁSICAS DA NATUREZA. Conhe- 
cemos sómente quatro maneiras básicas pela quais a matéria pode 
interagir. Isto é, existem quatro interações fundamentais que 
explicam tôdas as fórças conhecidas do universo 


interação gravitacional 
interação eletromagnética 
interação forte 

interação fraca 


A interação gravitacional, que é a mais fraca de tôdas, é a que 
mantém a terra junta, liga o sol e os planêtas no sistema solar, 
e liga as estrêlas em galáxias. É a responsável pelo drama em 
grande escala do universo. 

A interação eletromagnética liga elétrons em átomos e liga 
os átomos para formar moléculas e cristais. É a interação mais 
importante de tôda a química e biologia. 
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A interação forte liga os núcleons entre si; liga os nêutrons 
a prótons para formar os núcleos de todos os elementos. É a 
fòrça mais intensa conhecida na natureza, tem também um alcan- 
ce muito curto. É a interação dominante na fisica nuclear de 
alta energia. 

A interação fraca causa as interações das partículas elementa- 
res leves (os leptons: elétrons, neutrinos e muons) entre si e com 
as partículas mais pesadas. À interação fraca, que está associada à 
desintegração £ dos núcleos radioativos, é de muito curto alcance. 
A interação fraca não pode formar estados estáveis da matéria, 
no sentido em que a fòrça gravitacional pode formar o sistema 
solar. 

No Vol. IV, as partículas elementares serão discutidas com 
maior profundidade. 
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PROBLEMAS 


1 Uma particula alfa (M = 4M ,; carga 2e) de energia cinética 6 Mev é emi- 
tida por uma fonte radioativa. Suponha que a partícula é dirigida exatamente 
na direção de um núcleo de ouro, de carga 79e. Admita que a carga nuclear é 
concentrada num ponto e despreze o recuo do núcleo. 

a) Quão próximo do centro chega a partícula a? 


b) O que acontece à particula z depois que atinge Este ponto de maior apro- 
ximação? 

2 Nos dias pré-Rutherfordianos, pensava-se que a carga do núcleo fôsse 
espalhada sôbre as dimensões lineares de um átomo, 10-! cm digamos. Suponha 
que omitamos simplesmente o efeito dos elérons atômicos e façamos a particula a. 
interagir com a distribuição da carga positiva 79e, de densidade uniforme e espa- 
hada sôbre uma esfera pesada de raio 10-! cm. Qual é a energia máxima que 
a partícula pode ter e aínda ser reenvinda para trás, por um tal núcleo de ouro? 
(Use os métodos do Cap. 9; você terá que achar uma expressão para o potencial 
de uma esfera uniformemente carregada. Resp. 3400 ev. 


NOTA HISTÓRICA 1. O ESPALHAMENTO DE RUTHERFORD E O 
ÁTOMO NUCLEAR. 


A descoberta do núcleo foi comunicada por Rutherford num artigo clássico 
que reproduzimos abaixo [E. Rutherford, Phil Mag, 21, 669 (1911)] A dedução 
da probabilidade de espalhamento a grandes ângulos é bastante direta, mas uti- 
liza liberalmente identidades trigonométricas. O resultado que a excentricidade. 
da hipérbole é sec 6 (conforme definição na Fig 1 abaixo) segue diretamente da 
nossa Eq. (9.71) com 1 — e cos 9, na nossa notação, igualado a zero. 

Lembre-se que uma particula « é um núcico de He* e que uma partícula f 
é um elétron. 
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Trajetórias calculadas de particulas alfa que se 
aproximam de um núcleo. Elas foram compu- 
tadas usando uma fòrça repulsiva inversa no qua- 
drado da distância. (De PSSC, “Physics” DC. 
Heath and Company, Boston, 1960). 


Um gráfico de N, (o número de partículas espa- 
:ihadas de um ângulo maior do que () vs 0. A linha 
curva mostra o que seria de esperar de uma fòrça 
Coulombiana. Os pontos em quadrados pequenos 
representam os dados coletados por Geiger e 
Marsden nas suas experiências de espalhamento. 
O inserto mostra a curva para ângulos pequenos 
numa escala diferente. (De PSSC, “Physics”, D. C. 
Heath and Company, Boston, 1960). 


LXXIX. O Espalhamento de Particulas a e f pela Matèria e a Estrutura do Átomo 
Pelo Professor E. Rutherford, F. R. S. Uniterstlade de Manchester* 


1. É bem sabido que as particulas a e f sofrem deflexões de suas trajetórias 
retilineas causadas por encontros com átomos da matéria. Este espalhamento é 
muito mais pronunciado para a particula do que para a x, devido ao momento 
é energia muito menores da primeira particula. Parece não haver dúvida que lis 
particulas em movimento rápido passam através dos átomos a0 seguir as suas 
trajetórias, e que as dellexðes observadas são devidas ao forte campo elétrico 
atravessado no interior do sistema atômico. Foi suposto, em geral, que o espa- 
lamento de um feixe de raios z ou $, ao passar por uma fòlha fina de matéria, 
é o resultado de numerosos espalhamentos pequenos, pelos átomos da matéria 
atravessada. Entretanto, as observações de Geiger e Marsden.** sôbre o espa- 
Ihamento de raios x, indicam que algumas das partículas a devem sofrer uma 
deflexão maior do que um ângulo reto num único encontro. Éles verificaram, 
por exemplo, que uma pequena fração das particulas alfa incidentes, cêrca de 
1 em 20.000, era desviada de um ângulo médio de 90, ao atravessar uma camada 
de fólha de ouro de espessura aproximada de 0,00004 em, cujo poder de freamento. 
de partículas alfa era equivalente ao de 16 mm de ar. Geiger*** mostrou, mais 
tarde, que o ângulo de deflexão mais provável, para um feixe de particulas x atra- 
vessando uma fiha de ouro desta espessura, era cèrca de 037, Um cálculo simples. 
baseado na teoria da probabilidade mostra que a chance de que uma particula 
= seja defletida de 90 è infinitésima. Além disto, será visto mais tarde, que a dis- 
tribuição das partículas alfa para vários ângulos de grande deflexão não segue 
a lei de probabilidade que seria esperada se tais delexões grandes fòssem forma- 
das de numerosos desvios pequenos. Parece razoável supor que a deflexão de 
um ângulo grande é devida a uma única colisão atômica, pois a probabilidade 
de que uma segunda colisão dêste tipo produza deflexão grande deve ser extre- 
mamente pequena na maioria dos casos. Um cálculo simples mostra que o átomo 
deve ser a sede de um campo elétrico intenso, para produzir uma deflexão tão 
grande mum único encontro. 

Recentemente, Sir J. J. Thomson**** avançou uma teoria para explicar o 
espalhamento de particulas eletrizadas, ao atravessar pequenas espessuras de 
matéria. Supõe-se que o átomo consiste de um número N de corpúsculos carre- 
gados negativamente, acompanhados por uma quantidade igual de eletricidade. 
positiva, distribuida uniformemente através de uma esfera. A deflexão de uma 
Particula negativamente carregada, ao passar através do átomo é atribuída a duas 
causas — (1) a repulsão dos corpúsculos distribuidos através do átomo, e (2) a 
atração da eletricidade positiva do átomo. À deflexão da particula, ao passar pelo 
átomo, É suposta pequena, enquanto que a deflexão média após um número 
grande m de colisões, foi tomada como «/m É, onde 8 é a deflexão média devida 
a um átomo. Foi demonstrado que o número N de cléirons dentro do átomo 
poderia ser deduzido a partir da observação do espalhamento de particulas ele- 
trizadas. A precisão desta teoria de espalhamento composto foi examinada expe- 


* Comunicado pelo Autor. Um breve resumo dëste artigo foi comunicado 
“Manchester Literary and Philosophical Society” em fevereiro, 1911. 

** Proc. Roy. Soc. Ixxii. pág. 495 (1900). 

tee Proc. Roy. Soc. Ixxxiii. pág 492 (1910). 

++ee Camb. Lit e Phil. Soc. xv. pt S (1910) 


rimentalmente por Crowther* num artigo posterior. Os seus resultados aparen- 
temente confirmaram os resultados principais da teoria, e èle deduziu, com base 
na hipótese da continuidade da eletricidade positiva, que o número de elétrons 
num átomo era cêrca de três vêzes o seu número atômico. 

A teoria de Sir J. J. Thomson é baseada na hipótese de que o espalhamento 
devido a uma única colisão atômica é pequeno, e a estrutura particular admitida 
para o átomo não admite uma deflexão muito grande de uma particula z, ao 
atravessar um único átomo, a menos que se suponha que o diâmetro da esfera 
de eletricidade positiva seja diminuto em comparação com o diâmetro da esfera 
de influência do átomo, 

Uma vez que as particulas à é f atravessam o átomo, deveria ser possível, 
através de um estudo cuidadoso da natureza da deflexão, formar alguma idéia a 
respeito da constituição do átomo que possa produzir os efeitos observados. De 
fato, o espalhamento de partículas carregadas de alta velocidade por átomos da 
matéria é um dos métodos de ataque mais promissores déste problema. O desen- 
volvimento do método de cintilação para contagem de particulas a confere excep- 
cionais vantagens na investigação, e as pesquisas de H. Geiger, por êste método, 
já adicionaram muito ao nosso conhecimento do espalhamento de raios x pela 
matéria. 

2 Examinaremos primeiro tebricamente uma única colisão** com um átomo 
de estrutura simples, que pode produzir grande deflexão duma particula alfa, e 
depois compararemos as predições da teoria com os dados experimentais dis- 
pomíveis. 

Considere um átomo que contenha no seu centro carga + Ne, rodeado por 
uma esfera de eletrificação contendo carga F Ne, suposta distribuída uniforme- 
mente através de uma esfera de raio R. e é a unidade fundamental de carga, que 
neste artigo é tomada como 465 x 10-1º unidades E S. Suporemos que, para 
distâncias menores do que 10"? cm, a carga central e também a carga sôbre a 
particula z podem ser supostas concentradas num ponto. Será mostrado que as 
deduções principais da teoria são independentes da suposição se a carga central 
é positiva ou negativa. Por conveniência, será admitido que o sinal è positivo. 
A questão da estabilidade do átomo proposto não precisa ser considerada neste 
estágio, pois esta será ôbviamente dependente da estrutura detalhada do átomo. 
é do movimento de suas partes constitutivas carregadas. 

A fim de formar alguma idéia das fôrças necessárias para defletir uma partícula 
a de um ângulo grande, considere um átomo contendo carga positiva Ne no seu 
centro, rodeada por uma distribuição de eletricidade negativa Ne, distribuida uni- 
formemente através de uma esfera de raio R. A fòrça elétrica X e o potencial V 
à distância r do centro de um átomo, para um ponto interno ao átomo, são dados por 


* Crowther, Proc. Roy, Soc, Ixxxiv. pág 226 (1910). 

+ O desvio de uma particula de um ângulo considerável, numa colisão com 
um único átomo, será denominada, neste artigo, espalhamento “único”, O desvio 
de uma particula resultante de numerosos desvios pequenos será chamado espa- 
lhamento “composto”. 


Suponha uma partícula de massa m, velocidade u e carga E, atirada diretamente 
contra o centro do átomo. Ela será freada até'o repouso a uma distância b do 
centro, dada por 


Será visto, em cálculo posteriores, que b é uma grandeza importante. Supondo 
“que a carga central é 100 , é possivel calcular que o valor de b, para uma partícula. 
a cuja velocidade é 209 x 10" cm/seg, é cèrca de 34 x 10-1? cm. Neste cálculo, 
b é suposto muito pequeno em relação a R. Uma vez que se supõe que R seja da 
ordem do raio do átomo, ou seja 10-*cm, é óbvio que a particula alfa penetra 
tão perto da carga central antes de ser repelida para trás, que o campo devido à 
distribuição uniforme de carga pode ser desprezado. Em geral, um cálculo simples. 
mostra que tôdas as deflexões maiores do que um grau podem, sem Erro maior, 
“ser supostas como deflexões devidas sômente à carga central, Desvios possiveis 
devidos à eletricidade negativa, quando distribuida na forma de corpúsculos, não 
“serão levados em consideração, neste estágio da teoria. Será demonstrado mais 
tarde que èste efeito é pequeno em comparação com o devido ao campo central 

Considere a passagem de uma particula elerificada positiva perto do centro 
de um átomo. Supondo que a velocidade da partícula não seja mudada apreciável. 
mente pela sua passagem através do átomo, a sua trajetória sob a influência de 
uma fórça variável inversamente com o quadrado da distância será uma hipér- 
bole, com o centro S do átomo como foco exterior. Suponhamos que a particula 
entre no átomo na direção PO (Fig 1), e que a direção do movimento, ao escapar 


Fig 1 
do átomo, seja OP. OP e OP formam ângulos iguais com a reta SA, sendo A 0 
ápice da hipérbole. p = SN = distância perpendicular do centro à direção inicial 
do movimento da partícula. 


Seja o ângulo POA = 0. 
Seja V= velocidade da partícula ao entrar no átomo, r a sua velocidade em A, 
então, de consideração do momento angular, vem 
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Isto dá o ângulo de desvio da particula em tèrmos de b, e da distância perpen- 
dicular do centros do átomo à direção inicial do movimento da particula. 
Para ilustração, os ângulos de desvio & para valóres diferentes de p/b são mos- 
trados na tabela seguinte: 
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3. Probabilidade de uma deflexão única de um ângulo qualquer. Suponhamos 
um feixe de particulas eletrizadas incidindo normalmente sôbre uma fôlha fina de 
matéria de espessura r. Com exceção das poucas partículas espalhadas de um grande 
ângulo, supõe-se que as particulas passem normalmente através da fblha, apenas 
com pequena mudança de velocidade. Seja n o número de átomos por unidade 
de volume do material. Então, o número de colisões da particula com o átomo 
de raio R è mkt, na espessura t- 

A probabilidade m de penetrar um átomo, até uma distância p do seu centro, 
é dada por 


m= apm. 
A probabilidade de incidir entre os raios p e p + dp é dada por 
dm = Dept dp = E mib cotg 6/2 cone? 6/2 dò a 
portanto 
cog é? = 2p. 


O valor de dm dá a fração do número total de particulas que são desviadas 
entre os ângulos é e $ + dó. 


* Uma consideração simples mostra que a deflexão não é alterada se as förças 
são atrativas em lugar de repulsivas. 
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A fração p do número total de partículas que são defletidas de um ângulo 
maior do que é é dada por - 


o=Íncrgo... o 
A fração p que é defletiða entre os ângulo é, e ġ;ê dada por 
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É conveniente exprimir a equação (2) numa outra forma para comparação 
com experiências. No caso de raios s, o número de cintilações, que aparecem 
sôbre uma área constante duma tela de sulfeto de zinco, é contado para diferentes. 
“ângulos relativos à direção de incidência das partículas. Seja r a distância ao ponto 
de incidência dos raios a sôbre o material que as espalha, então, se Q för o número 
total de particulas incidentes sôbre o material espalhador, o número y de parti- 
culas a, incidentes por unidade de área, que são defletidas de ângulo é é dado por 
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(cintilações) por unidade de área, a uma dada distância r do ponto de incidência. 
dos raios, é proporcional a 
1) cosec*ġ/2, ou 116º se $ fòr pequeno: 
2) espessura £ do material de espalhamento, desde que esta seja pequena 
3) módulo da carga central Ne; 
4) e é inversamente proporcional a (mi, isto é à quarta potência da velo- 
cidade, se m för constante. 


Supõe-se, nestes cálculos, que as particulas a, desviadas de um ângulo grande, 
sofrem sômente uma grande deflexão. Para que isto seja válido, é essencial que a 
espessura do material de espalhamento seja tão pequena que a probabilidade de 
uma segunda colisão envolvendo uma outra deflexão grande seja muito pequena. 
Se, por exemplo, a probabilidade de uma única deflexão é, ao atravessar a espes- 
sura +, é 1/1000, a probabilidade de duas defesões sucessivas de valor é cada 
0º, desprezâvelmente pequena. 

A distribuição angular das partículas a, espalhadas por uma fina fblha metá- 
lica, fornece um dos métodos mais simples de testar a correção geral desta teoria. 
de espalhamento único. Isto foi feito recentemente, para raios 3, por Dr. Geiger”, 
que verificou que a distribuição de partículas defletidas entre 30° e 150", por uma 
fólha fina de ouro, estava em acôrdo substancial com a teoria. Um relato mais 
detalhado destas e outras experiências, que testam a validade da teoria, será publi- 
cado mais tarde. 


6. COMPARAÇÃO DA TEORIA COM EXPERIÊNCIAS. 


Com base na presente teoria, o valor da carga central Ne é uma constante 
importante, sendo desejável determiná-lo para átomos diferente. Isto pode ser 


* Manch Lit & Phil Soc. 1910. 
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feito mais simplesmente determinando a pequena fração de particulas z ou /, de 
velocidade conhecida, incidentes muma fiha metálica fina e espalhadas entre 
$€% + dó, onde 6 £ ângulo de deflexão. A influència do espalhamento composto 
deveria ser pequena quando esa fração é pequena. 

Experiências nestas direções estão em andamento, mas é desejável, neste 
estágio, discutir à luz da presente teoria os dados já publicados sobre o espalha- 
mento de particulas a e f. 

P) Em suas experiências relativas a éste assunto, Geiger e Marsden deram os 
números relativos das particulas a difusamente refletidas por camadas espêssas 
de diversos metais, sob condições similares. Os números por Eles obtidos são 
dados na tabela abaixo, onde = representa o número relativo das particulas espa- 
Jhadas, medido pelo número de cintlações por minuto de uma tela de sulfeto de 


Metal Pêso atômico, 


Chumbo 27 
Ouro 197 
Platina. 195 
Estanho n9 
Prata 108 
Cobre “4 
Ferro se 
Alumínio n 


(Com base na teoria do espalhamento único, a fração do número total de parti- 
‘culas alfa, espalhadas de um ângulo dado, qualquer, ao atravessar umma espessura 1, 
É proporcional a n.A*t, admitindo-se que a carga central è proporcional ao pêso 
atômico A. No caso presente, a espessura de matéria da qual as particulas a conse. 
“em emergir e afetar a tela de sulfeto de zinco depende do metal O valor de m 
para elementos diferentes è proporcional a 1/,/ 4, pois Bragg demonstrou que 
© poder de freamento de particulas ala por um átomo é proporcional å raiz qua. 
drada do seu pêso atômico. Neste caso, r representa a profundidade máxima da 
“qual emergem as particulas x espalhadas. O número z de particulas alfa espalhadas 
para trás por uma camada espésa é consegientemente, proporcional a 4? ou 
3/A™? e deveria ser constante. 

Para comparar esta dedução com a experiência, ão dados os vales relativos 
“do segundo quociente na última coluna. Considerando a dificuldade das expe. 
riências, a concordância entre a teoria a experiência é razoàveimente boa 


*O efeito da variação da velocidade numa colisão atômica é desprezado 
neste cálculo, 
Phil. Mag. S. 6. Vol. 21. 125, Maio 1911. 
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À cämara de bölhas pode detetar, dentro de cérca de 1/1000 polegada, o traço 
de uma particula eltricamente carregada. Ela foi inventada em 1952 por Donalá 


era possível fazer funcionar até câmaras maiores, 
Surgiu, em seguida, o problema da medição e interpretação dos traços. O hi- 
drogénio, junto com seu sistema isolame a vácuo, é sempre colocado num campo 


denadas de cada estágio são simultâneamente anotadas em cartões IBM ou numa 
fita de papel, Ele mede 30.000 eventos por ano, funcionando 120 horas por semana- 

Os programas de computador para analisar a saida foram escritos por físicos 
de várias universidades. A análise consta de três fases: a reconstrução espacial 
dos traços individuais a análise cinemática dos vértices e eventos completos; e, 
finalmente, a análise estatistica de experiências inteiras A reconstrução dos traços. 
é uma aplicação direta das técnicas da geometria projetiva. O programa de recons- 
trução calcula a direção e o momento de cada traço e as incertezas e correlações. 
destas quantidades. O programa de análise cinemática de eventos, chamado 
“Kick”, é feito sob medida para física de particulas. 

Experimentando muitas hipóteses sôbre uma reação de partículas, o Kick 
pode usualmente clasificá-as, ou pelo menos reduzir o número de ambiguidades. 
À reconstrução dos traços e o programa Kick compõe-se de aproximadamente 
10,000 instruções de computação e estão escritos para a série IBM 704, 709, 7090, 
ele, de computadores. Èles processam um evento típico em cérca de quatro se- 
Hundos num computador 7090. O processamento de dados de câmara de bólhas. 
mantêm ocupados agora vários dêstes computadores nos Estados Unidos e na 
Europa, em tempo integral. Um tal computador é alugado comercialmente por 
cêrca de mil dólares por ano. 

As dimensões das câmaras de bólhas postas em operação em todo mundo 
cresceram rápidamente entre 1955 e 1959, quando uma câmara de 72 polegadas 
de comprimento entrou em funcionamento no Bévatron de Berkeley. No início 
de 1960, a velocidade de medida era lå de um evento cada alguns minutos, e os 
programas estavam finalmente funcionando para mantê-la Esta capacidade foi 
suficiente para atender às experiências correntes e voltar para trás medindo alguns 
filmes tirados um ano antes. 
temas de câmara de bôlhas estão agora operando junto a todos os acele- 
radores mais importantes e descobriram, entre 1961 e 1963, cêrca de doze par- 
ticulas novas. Mais da metade destas particulas teve os seus números quânticos. 
identificados até 1963; outras estavam em diversos estágios de identificação. T6- 
das elas, exceto uma, são instáveis, mas é significativo que tão tarde como em 
1961, um nôvo méson estável, o singleto y tenha sido descoberto por fisicos das 
universidades John Hopkins e Northwestern, trabalhando sôbre um filme pro- 
duzido no Beyatron. No fim de 1963, a câmara de 72 pol. de Berkeley foi ultra- 
passada pela de 80 pol, posta em funcionamento no “Brookhaven National La- 
boratory”. 

Todo o processo de desenvolvimento, da invenção da câmara de bôlhas (1952) 
até a montagem da linha de produção para descoberta de novas particulas, levou 
quase 10 anos. Isto ilustra a complexidade da fisica de particulas. De mancira 
análoga, a descoberta do antipróton no Bevatron, em 1955, dependeu da decisão, 
tomada em 1948, de construir o Bevatron, o primeiro acelerador projetado para 
fornecer a prótons energia suficiente para criar artificialmente antiprótons. Vemos. 
que dez anos não é um tempo de antecipação longo para um grande projeto tec- 
nológico, 


